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El número real.- q BE 


siendo h un racional mayor que el az considerado, en= 
tonces: 


De aquí entonces que las clases. A y £ de 
finan un número real y de acuerdo con esto daremos la si 


guiente definición: 

Dado un número real q = (Ars ho) de= 
finido en el campo de los racionales positivos y un èn- 
tero positivo n, llamaremos Po Messina de q al nú 


mero real definido por las clases A y is Este número 
lo designarenos por el símbolo q y pondremos; 


(a) 


oTa 
Teorema 15°, qn, 
D.- 
s Sea a = (47,4) un número real, definido 
en el campo de los racionales positivos, los números a 
y a m están definidos entonces por las clases A» 5 
y An a respectivamente. 


fhora de acuerdo cor A definición de producto 
de números reales, el número ar estará definido por 
las clases dq ; ioen donde la aida clase está 
formada por los números aĝ tipo ar” a y la segunda 
por números del tipo ki y puesto que: 


ntm n m n+m 
aa = a y a7:a) = ag 
; nim 
dichas clases son idénticas con las clases n y do 
nəm 


que son las que definen el número & yde aquí enton- 


pr AA EEA S A 
n m ntm f y 
ces quer: qa oda = q 


Teorema 16°.- 
5 n 
D.- 
Sean a» (A 1 +40) y B= (B, »B2) dos nú- 


mero reales definidos en = campo de los racionales po= 


aL zi acuerdo con esto se comprende que los núng 
n A nz i 
ros a” ; g” y a ¿gr estarán definidos por las cla- 
Ra nan n_n ,n  n A 
ses ¿1,4 B, B2 y A 93,» AB, respectivamente, 


Ahora teniendo en cuenta que: 
a n n n 
a eb] æ a y" ayb =(a,*b,) 


n 
se vé que las EROS áj °B > AS TE son idénticas a las 


EF 2 
clases Ea ; o Ri definen el número (a:p)”, 
de ahí entonces que: = (o B)’. 
Teorema 173- n.m nem 
E (Py a 
Ds 


Sea a = (A,,4,) un número real definido 
en el eampo de los P positivos, enronons el nú~ 
mero 4 esté : AS por las clases AL to i por 
consiguiente (a? T por las clases Ci A (An) cuyos 
elementos son números de la forma: (Ey y (a9)" res 


pectivamente. 
_ Ahora puesto que: 


nn nen m : 
(y = a y (az) = as m 
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CAPITULO I. 


creeme: 


EL NUMERO REAL. 


1.- Introducción. los fundamentos sobre los cuales des- 

cansa toda la estructura lógica del 
Cálculo Infinitesimal, y en general del Análisis Matemá- 
tico, son los números. Los números nos son tan familia- 
res que a primera vista podría parecer razonable aceptar 
“los como un concepto primitivo (por lo menos los números 
naturales) es decir como una noción que no requiere defi 
nición, El grado de perfeccionamiento que actualmente al 
canza la Matemática, no permite tal circunstancia, 


Modernamente el número natural puede definirse 
por un conjunto de axiomas o postulados que lo caracteri 
zan; tal es lo que ha hecho Peano en su Obra " Arithmeti 
ca principia nova methodo exposita" (1889) y Hilbert 
en "Die Grundlegund der elementaren Zohlenlehre" (1930), 
Puede definirse también por abstracción partiendo de con 
sidersciones sobre conjuntos, éste camino iniciado por 
Cantor y seguido por Frege, ha sido perfeccionado por 
Russell y 'Hhitehead en la obra "Principia Mathematica " 
(1910-1913). Del primero puede leerse, a manera de sim” 
ple información, la obra "Introducción a la Filosofía 
Matemática" (Editorial Losada 1945). 


Introducidos los números naturales, por uno 
cualquiera de los procedimientos recién enunciados,se am 
plia este conjunto en forma sucesiva presentando,por e= 
jemplo,- primero los números enteros después los raciona- 
les y finalmente los números reales. Conviene observar a 
este respecto, con el fin de eviter ideas erróneas, Que 


El número real, oa 


los nuevos números que van sucesivamente apareciendo (na 
turales, enteros, racionales y reales) no resultan de a~ 
gregar otros a los anteriores, sino que ellos tienen una 
definición propia; de aquí que la palabra número tenga 
en cada, una de sus fases sucesivas, un significado cada 
vez más amplio y en cada una de ellas será necesario de- 
finir de nuevo las operaciones fundamentales. Lo que 
hay en el fondo es que el conjunto de los números reales 
tienen un subconjunto isomorfo con el conjunto de los ra 
cionales y éste a su vez un subconjunto isomorfo de los 
enteros y finalmente el conjunto de los enteros positivos. 
es isomorfo con el conjunto de los números naturales. - 


2.- El número racional.- Los números enteros y fracciona 
rios positivos y negativos in- 

cluyendo el cero forman el Llamado conjunto de los núme- 
ros "racionales! Cada elemento de este conjunto es un nú- 
mero racional, 


$ u 
Nosotros supondremos conocidas las propiedades 
más elementales de estos números como así tembién,que se 
sabe efectuar con ellos las cuatro operaciones fundamen- 


tales de la aritmética, a saber: adición, sustracción, 
multipliceción y división,exceptuando por supuesto la di 
visión con divisor cero. Quien se interese por un estu- 
dio serio y completo de este tema consultar entre otras 
la excelente obra "Fundamentos del Análisis Matematico" 
de Landau, o bien en la obra " Questioni riguardanti le 
matematiche elementari” el articulo titulado: "I numeri 
reali" de Federico Euriques, 


A pesar de lo precedentemente dicho, creyéndolo 
de interés, mencionaremos aquí algunas de las propiedades 
más importantes del conjunto de los números racionales.in 
tre ellas tenemos: 


a) El conjunto de los números racionales es or- 
denado, O sea dados tres números racionales 
a,b y C, tales que: 


El número real.- A 


l a<b y b<e 


se sigue: 
aX<c 


y tomados dos racionales a y b, existe entre ellos una 
y solamente una de las relaciones: 


a<b ; asm bres a>b 


b) El conjunto de los números racionales es 
denso, o sea que entre dos números raciona 
les cualesquiera a y b existe siempre otro número racio 
nal y por consiguiente existen infinitos. En efecto cual 
quiera que sean dos números racionales que se tomen siem 
pre es posible escribirlos en forma de fracciones de i- 
gual denominador; sean ellos entonces: , 


q 
E y d 


Suponiendo el primero menor que el segundo, o sea p<q 
se tendrá inmediatamente: 


Pe 22:19 
aaa 


c) El conjunto de los números racionales es ar. 
quimediano, o sea que el cumple con el Pos- 
tulado de Arquímedes, esto es que tomados dos números a 
y b balee que O<a<b, se puede encontrar un entero 
n>0. tal ques na > bs En efecto sea: 


tomemos n de modo que: 


n > qb 
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entonces 
o sea 

na > pb 
y luego 

na > b 


De aquí resulta immediatamente que si a>0 
es un número arbitrariamente grande, existe un entero 


n>0 tal que: i> b, siendo b> 0O arbitrariamente pe- 


queño.s En efecto de acuerdo con lo precedente existe un 
n>0 tal que: 


nb > a 
- de donde 
a 
asa 


En el campo de los números racionales son siem 
pre posible las cuatro operaciones fundamentales de la a 
ritmética (exceptuando la división por cero). De aquí 
que la potenciación de exponente entero y positivo, que 
es un caso particular de la multiplicación, es siempre 
posible. Veamos lo que ocurre, por lo menos, con una de 
sus operaciones inversas. 


En la relación a” = b intervienen tres núme- 
ros: a y b que son racionales y n que es natural. Conoci 
dos b y n, todo número a que elevado a la potencia n-ési 
ma de como resultado b, se llama raíz n-ésima de b. Des- 
pués de esta definición se comprende que la radicación 


El número real. = 5 


no es siempre posible en el conjunto de los números ra= 
cionales ya que si el exponente n es par y b es negativo, 
no existe ningún núnero racional positivo ni negativo, cu 
ya potencia n-ésima sea b, pués las potencias de exponen 
te par son siempre positivas.E Esta imposibilidad se man- 
tiene, en general, aún considerando solamente radicandos 
positivos; en efecto si b es un entero no- potencia n-ési 
ma de ñingún otro entero, no. hay ningún número racional” 


'a tal que a? = b, pues a no puede ser entero por hipó- 


tesis y si a= P siendo p y q primos entre si se tie 


ne que B-a =b y como p? y qľ son tembién primos en- 

4 
tre si, 11 
i 


gamos a un absurdo: que una fracción irreduc- 
tible ês igu: 


e 
gual a un número entero. 
La insuficiencia del conjunto de los números 


racionales para setisfacer siempre la ecuación =p 
con b:>9 nos hace ver la conveniencia de crear un nuevo 
conjunto de números donde este problema tenga siempre so 
lución, Este nuevo conjunto que definiremos a continua- 
ción y que recibe el nombre de conjunto de los números 
reales contendrá un sub=conjunto isomorfo del conjunto 
de los racionales y otros elementos llamados números irra 
cionales que son los que nos darán la solución de la e=- 


cuación x? = b, con b>0, en aquellos casos en que el 
sub-conjunto iscmorfo de los racionales no sea suficien=. 
te, 


El núnero real puede introducirse de diversas 
maneras y nosotros lo haremos a la manera de Dedekind,par 
tiendo del número racional. 


3.- Corteduras en el campo de los números racionales.-Su 
pon 
gamos que por un procedimiento cualquiera se separa el 

conjunto de los números racionales en dos clasessuna in- 


El número real,- La 


ferior A y otra superior B, tales que todo número a de 
la primera clase sea menor que todo número b de la se- 
gunda clases Una tal separación la llamaremos cortaduras 


Hablando en forma más explícita llamaremos cor 
tadura en el campo de los racionales a una clasificación 
de ellos en dos clases A y B que satisfagan las condicio 
nes siguientes: 

1%. Las clases A y B no son vacías. 
2%, Todo número de la clase A es menor 
que todo número de B. 
- 39, Todo número racional pertenece a "la 
clase Ao a la cláse B. 


Se cumple, de acuerdo con esta definición de 
cortadura, que si a es un número de A lo serán también 
todos lo racionales menores que a y si b es un número 
de la clese B lo serán también todos los racionales mayo 
res que b, En estas condiciones y a este respecto puede 
distinguirse tres casos; 


a). La clase inferior A contiene un número a 
mayor que todos los números de la misma clase,de modo 
que todo número racional menor que 4 pertenece a la cla 
se A y todo número mayor que Ẹ pertenece a la clase B. 
Este número 'A que separa la clase A de la clase B lo 
llamaremos frontera de ambas clases. 


: b) La clase superior B contiene un número b me 
nor que todos los otros números de la misma clase, En es- 
te caso b es la frontera de ampas clases y todo número 
menor que b pertenece a la clase A y todo número mayor 
que él, pertenece a la clase Ba 


Haremos ver ahora que es imposible que existan 
simultáneamente los números: á y_b, en efecto si ambos 
existieran a la vez se tendrá . a = b y por consiguien= 
te el número racional (3 + b)/2 no estaría en la clase A 
por ser mayor que 3, ni en la clase B por ser menor que 
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b; de aquí entonces que dicha suposición implica contra 
dieción a la hipótesis de que todo número racional debe 
estar en una de las dos clases. Luego si hay un nómero 
más grande en la clase Á no hay uno menor en la clase B 
y vice-versa. 


De ahora en adelante y para simplicidad. en el 
lenguaje de cuestiones posteriores , cuando aparezca u= 
na cortadura que tenga en su clase B un número b menor 
que todos los de su Clase lo OS colocando B 
en la clase A, con lo cual dicho número pasará a ser Yu 
o sea el mayor de todos los de la clase A, 


c). Finalmente puede ocurrir que en la clase 
A no haya un número Y mayor que cada uno de los números 
de A ni en B un número b menor que cada uno de los núme- 
ros de Be Nosotros estamos en` condiciones de presentar u 
na cortadura semejante; en efecto formemos, por ejemplo, 
la clase A con todos los números negativos, el cero y to 
dos lo números positivos cuyos cuadrados sean menores 
que 23 en la clase B coloquemos todos los racionales cu» 
yos cuadrados sean mayores que 2+ Se vé inmediatamente 
que esta clasificación satisface las tres condiciones 
que contiene la definición de cortadura y que por consi- 
guiente ella es una cortedura. Demostraremos ahora que 
en A no hay un número más grande que todos los otros, es 
decir que habiendo dado un número a de Á se puede encon= 
trar siempre en Á un número mayor que as Esto es eviden= 
te si .aS 0, supongamos entonces a> 0O, Se tendrá que 


a? =2-k, con k> O, ahora tomando un número positi- 
vot<1 y£ < Ty , tendremos el número atg que 
siendo mayor que a pertenece a la clase A, pues: 

ca la + Ey a a? e 2ag+ Ea relat E)J< a+ e(2a+1) 


(a rey cas 2 


El número reale=__ z8r 


Haremos ver ahora que en esta cortadura tampoco 
existe en la clase B un número menor que todos los otros 


de su clase, Pues de b? = 2 + k se obtiene el número b=£ 
+ pertenece a la clase B,pués: 
(be Et. bE re> b- E? bL o 2 


que con g < 


he“ El número _reale» Llamaremos número PES toda cortadu 
ra en el campo de los números ra- 
cionales. En este capítulo, con el propósito de evitar 
confusiones los números reales los designaremos con le» 
tras griegas o bisns pensendo en la noción de cortadura, 
por el símbolo (A7742) donde Ay designa la clase infe- 
rior de la cortadura y A, la superior, Así pues si a es 
un número real definido por la cortadura (A1,A2), noso= 
tros tendremos: 


a = (àj såa) 


de acuerdo con la definición de número real, Los raciona 
les de las clases Aj y A) los designaremos, con letras la 


hina a 


vinas . 


e 


En el párrafo precedente hemos visto la existen 
cia de cortaduras de dos clases diferentes:en una existe 
un número racional E mayor que todos los de la clase A, 
(o'un número b menor que todos los de la clase B), este 
tipo de cortadura será para nosotros un número real que 
llamaremos real racional; en otras no existe 4 ni b es- 
te tipo de cortadura será para nosotros un número real 

“que llamaremos real irracional. De acuerdo con estas de- 
finiciones el conjunto de los números reales está consti 
tuido por el conjunto de los reales racionales y por el 
de los reales irracionales, Teniendo presente ahora que 
todo número racional. £ define una cortadura reel racional 
si. farmemos la clase A con todos los números menores que 
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a yel mismo 3 y en la clase B todos los números rra 
cionales mayores que 3, se comprende que atodo número 

racional a sele puede hacer corresponder el real 
racional que determina; e inversamente a todo número 
real racional definido por una cortadura en el campo 
de los racionales se le puede hacer corresponder el ma” 
yor racional de la clase inferior ya que según lo he- 
mos- convenido en una cortadura con frontera no existirá 
b sino A. 


Finalmente como nosotros definiremos las rela 
ciones de orden y las operaciones entre números reales 
de modo que se mantengan las ya establecidas para los 
números racionales, podemos decir que el conjunto de 
los racionales reales es isomorfo con el conjunto de los 
racionales. 

Después de todas las consideraciones hechas en 
este párrafo se comprende sin dificultad que el conjunto 
de los números reales es más amplio que el conjunto de 
los números racionales ya que en el conjunto de los rea- 
les además de los realés racionales, que corresponden 
con los racionales, están los irracionales» 


Teorema 1%.- Si q es un número real, definido por la 

cortadura (Al, 42), para todo e> 0 arbi- 
-trario que se tome, existe un par de números racionales 

az de A y az de A, tales que: 


ay = e 
ia: 
D. 
Basta recordar que el conjunto de los núme» 
ros racionales es arqguimediano, es decir que el racional 
ne (con n entero) puede sobrepasar cualquier racional 


dado, con tal que n sea suficientemente grande, 


Tomemos entonces un número a de Aj y forme- 
mos la progresión: 


=- 10 - ` 


e 
a, atp at pnonnacenooora A+ Pojennas 


Habrá, de acuerdo con lo dicho, un primer ra= 
cional de esta sucesión, que estará en Ao, sea este 


aptat PS » tomemos entonces ai=a+ (p - 1)3, re- 
sulta: 
a =a g o sea az~ a< e 
Si tomamos shora a =2a+ (p- 2) , se ob 
tiene: 
a -a “e, luego es posible aún a) -as e 
Definición: 


Se dirá que dos conjuntos de números C) y C3 
definen un número real a = (Ar ,»A2) si todo número del 
primer conjunto Cq; no es aier de la segunda clase Ap 
y todo número del segundo conjunto C> no es número de la 
primera clase A]. 


A continuación presentaremos un teorema que se . 


rá la piedra angular de casi la totalidad de lo que nos 
resta del núnero real 


Teorema 20 ¿«. 

Las condiciones nocosarios y suficientes para 
que dos conjuntos Cy y Co de números racionales definan 
un número real q, son: 


.- - que cada clase contenga a lo menos un nə» 
mero É 

qn Que todo número Ch de Cy sea menor que 
todo número e de C, y. 


El número real,- -11 - 
3%,- Que para todo e >0, se pueda elegir un * 
racional cy de Cy y un racional cz de C3, tales que; 


Ca - 64 < e 


De 
Las condiciones son necesarias: 

: : En efecto 
sea q un número real definido por la cortadura (Ay»A2), 
entonces de acuerdo con la definición misma de cortadura 
se vé que los conjuntos de números racionales A] y A> 
cumplen con las condiciones 18 y 2%; por otra parte en 
virtud del teorema precedente podemos 'asegurar que dado 
un .e>0 arbitrario existen ay de A, y ap de A, ta- 
les que: id 


az - a < e 


lo que muestra que la 3% condición tambiŝn se cumple y 
por consiguiente que las condiciones son necesarias. 


Las condiciones son suficientes:- 

Dividamos el 
conjunto de los números racionales en dos clases Ay y åp 
de acuerdo con el siguiente criterio: en la clase 1infe- 
rior Aj coloquemos todos los racionales menores que todo 
c de Co y en la clase superior A coloquemos todos los 
racionales mayor que cualquier c] de Cj. Si al clasifi- 
car los números racionales en esta forma no quedara nin- 
gún racional fuera de la clasificación, indudablemente 
que ella sería una cortadura (puesto que existirían las 
dos clases no vacias, todo número de la clase inferior 
será menor que todo número de la clase superior y además 
todo racional pertenecería a una y a una sóla de las cla 
ses), De ahí entonces que ella definirá un número real 
a . 


Si esto no ocurriera, nosotros demostraremos 
que de acuerdo ton la clasificación hecha, a lo más pue- 
de quedar fuera de ella un número racional; en efecto,su 
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pongamos que escaparan a ella dos racionales r} y T2 
con r} < ro, entonces para todo a1 y ap tendrias 


SS ae 
de donde: 
a, -~ a> ra -= ri 


Conclusión que es contraria a la hipótesis,ya que de a= 
cuerdo con ella podemos encontrar un cy = ay de A y 
un co = az de Ao tales que: j 


c, - c] = a= a] < esr =r 


De aquí entonces que si algún racional queda 
fuera de la clasificación indiqada, él es único y por 
consiguiente podrá colocarse a gusto en cualquiera de 
las dos clases Ay o Ap; de aquí entonces que esta clasi 
ficación y por consiguiente las clases C1 y Co definen 
un número real y solamente uno, : 


5.- Igualdad y desigualdad de números reales.- Por defi 
rición 
diremos que ur número real q = (471,4) es igual a un 
número real ß = (B7,B2) y pondremos 
a =38 


si: cada ay es igual a un bq y cada az es igual a un 
bo. Demás está decir que esta definición es también la 
definición de igualdad de cortadurag 


De la definición de igualdad de números reales 
se desprende inmediatamente que: 


1. a=qa 


2%. De a =8 se sigue B =a 
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3%. De as=a y B=Y se sigue a = Y 
Por definición diremos que un número real 

a = (A3,A7) es mayor que un número real 8 = (B,,B») 

y pondremos; 


a>p 


si existe algén ay mayor que algún bz. Diremos que 
ac B cuando h >a 


Teorema 3°. l 
Las relaciones 4 > B yB > a son inə 
compatibles, 


De 
Si a> $ existe a> b 


si B8? a existe b) > a 
lo que es imposible porque sería: a< b< bo < ae 


Teorema 4°,- 


D a> y p> Y ge sigue a > Y- 


D. 
Por hipótesis se tiene: a} > bo y b1> c2 
de donde resulta: a] > C2 O lo que es lo mism a> Y 


Definición: - i 

Todo número real mayor que el número real 
cero se dirá positivo y todo número real menor que el 
número real cero se dirá negativo. 


Sabemos que en el conjunto de los números ra 
cionales a todo número racional positivo (+a) corres- 
ponde uno y solamente un número racional negativo (-a) 
que podemos llamar su simétrico. Haremos extensible ese 
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ta propiedad al caso de los números reales. 

Sea, entonces, +a = (A,,A,) un número real 
positivo, designemos por - A, la clase formada por los 
simétricos de los números de la clase Á,, y por æ la 
clnae formada por los simétricos de lo§ números de la 
clase A; mostraremos que las clases -As y = A, for- 
man una cortadura, en efecto, puesto que las clases Ah 
y no son vacías, tampoco lo serán las clases = A y 

, además de acuerdo con lg definición misma de las 
clases — Ay y - ån se comprende que todo número de la 
clase - A} es menór que todo número de la clase = Az y 
finalmente puesto que todo racional a tiene un simétiico 
~ a y las clases Ay y åp contienen a todos los racionas 
les igual cosa ocurrirá con las clases - Ay Y ” Az 


Así pues las, clases —As y - Ay definen una 
cortadura y por consiguiente un número real, que por te 
ner todos números de la clase - A, negativos es menor 
que cero, este número lo designarefios por: 


«Qe = (=A= y) 


y lo llamaremos el número simétrico del número real 
+a = (47,47). De lo precedente se desprende que: 


(- a) 


t 


a 


Observación: 
: Si el número q = (47,45) es positivo la cla 
se do está compuesta solamente de números racionales po- 
sitivos, mientras que la clase A] contiene además de los 
números racionales positivos no incluidos en åo todos 
los números racionales negativos; designando con Af el 
conjunto de los números positivos de Ay se comprende,de 
acuerdo con el teorema 2, que las clases A y defi- 
nen también un número real (vale decir. una “cortadura) y 
de acuerdo con la definición de igualdad de números rea 
les (cortaduras') se vé que este número definido es el 
mismo número A ə 
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Esta observación justificará el porqué cuando 
nosotros clasifiquemos los números racionales: positivos 
en dos clases tales como las clases A y ån emplearemos 
la expresión: ` "sea a = (4;,47) ún número real (po 
sitivo) definido en el campo de los racionales positie 
vos " ¿Análoga justificación tendrá la frase: "sea q » 
(A 242 un número real (negativo) definido en el campo 
de los racionales negativos", 


6.- dición de números reales.- Sean dos números reales 

a = (Ad) yB“ 
(B, ,B2). Consideremos la clase de números formada suman 
do cada número ay de A] con cada número b} de By, desig 
nemos esta clase con la notación A + By3 análogamente 
designaremos con fe + Ba la clase de los números racio 
nales obtenida sumándo cada número a, de ho con cada nú 
mero b, de Boo > 


Aprovechando ahora el Teorema 2, demostráre- 
mos que las clases d] + B} y åo + B, definen un nú 
mero real. En efecto las clases Ay + B1 y åz + B3 no 
son vacías, además de acuerdo con la definición misma 
de ellas, todo número de Az + By es menor que todo núme 
ro de o + B} y finalmente, puesto que existen en 
fi, A) Bj Y A números 27, &, by y bo tales que: 


a, =- a< E b, -b,< 2 
ES 2 1°32 

resulta: 
(a, + bo) - (a, + b4) < e 


ås{Í pués las clases á} +B) y A +B, defi 
nen un número real, o dicho de otro modo, elas con la. 
totalidad de los racionales restantes, si los hubicse, 
convenientemente ubicados, forman una cortadura (hz + Bi, 
åg + B2). 


De acuerdo con estas consideraciones daremos 


El número real.-. : ; ds 


la definición siguiente: 


Dados los números reales a = (A 1949 ) y 
= (By,B2) llemaremos suma de ellos al RAEO de= 
Ta ar Tas clases å] + B; y do t Ba y pondremos: 


a+p ag 


Puesto que las clases åy + By y Ag+ 
finen un número real P y solamente uno, quede ara 
la existencia y unicidad de la suma definida, 


La suma de tres números reales: 4, B y Y se 
define como la suma de la suma de los dos primeros con 
el último..De un modo análogo se define la suma de un 
número cualquiera ,finitos, de sumandos. 


Teorema 5%, 
l La suma de números reales es conmutativa, 
es decir: 


a+p. Bea 
D.. ; 5 
Para la demostración de este teorema básta 


tener presente que dados dos números racionales a y $ 
se tiene que : a + 7 = b + a. Esto implica la identidad 


de las clases A y By + Ay como así también la 
de las clases + Ba y B, + Ao, de- aquí. re 
que las clases A] + B] , ås + B2 y Bi * Ap E 


finarr el mismo número, real y por consiguien es a +. 
pra. 


Teorema_6* ,- 
La suna de números RT es asociativa,es 
decir: 


(aB) +Y = a+ (B+»Y) 


El número real.- - 1 - 

De 

En este caso basta tener presente que da=- 

dos tres números racionales a.b, y c se tiene: que: 
(a+ b)+c% a+ (b+ c) ¿igueldad queimplica la iden- 
tidad de las clases (Ay + B,) + Cy con y + (By + C1) 
y (A) + B2) + Co con Ås + (Bs + C3) y por consi- 
guiente la igualdad de los números que ellas definen,o 
sea: (a+p)+Y = a+ (B+Y) 


Tecroma 72... E 
PY Todo número real œ sumado con el número ' 
real O da como suma @ , o sea: 


D, f 

Sea el número 4="(47,45,) y el número 

O = (N,P), donde N designa el conjuñto de los reciona 
les negativos y el cero y P el conjunto de los racio 
nales positivos. De acuerdo con la definición que he- 
mos dado de suma, se tiene: a + O= (A]+N,åp+ P) 
y se comprende sin dificultad que todo número de A7+N 
está en A] y que todo: número de Ap + P está en 

lo que de acuerdo con la definición de igualdad de fú 
meros reales implica: A +0=G, 


Teorema 8% ¿ue 
Todo número real sumádo con su simétrico 
da suma cero, es decir: 


a*+ (a = 0 


D.- i 
Sea el número qg = (41,4), su simétrico es 
entonces -0a= (=A ,=A]) y por consiguiente el número 

a+ (-a) queda defínido por las clases Aj + (=A) y A+ 
(-A1)5 pero teniendo presente que todo az>ay,resulta 

que los números de lá primera clase son todos negativos 
y los de la segunda todos positivos, lo que indica que 


El número_real,-- =~ l8 =- 


dichas clases definen el número real cero, luego: q + 
(- a) fd O. 


7.- Multiplicación de números reales.- Sean q - Caga) 
y (Bro 

dos números reales positivos definidos en a pos e 
los racionales positivos. Consideremos la clase de núme 
ros formada por todos los productos del tipo ay *by, lla 
mémosla k B43 análogamente llamemos hoBo la clase de nú 
meros racionales del tipo aby. Probaremos ahora que 
dichas clases AJB) y åo B, gozan de las propiedades . 
necesarias y sar oiontes” pra definir un número real y 
solamente unos 


En efectos las clases no son vacias y de acuer 
do con su definición todo número de åB) es menor que to 
do número de foBo. Finalmente se tiene que: 


ba = ab] = albo - by) + bi(a) = aj) 
y tomando un número h racional (real) mayor que los nú. 
meros A y B resulta que todo b} es inferior a hype 
ro por otra parte siendo h superior a @ existe un con- 
¿unto de as inferior a h, luego: 
anb, - aby < a(b, - bz) + h( ag ~ a) 


ihora por hipótesis se pueden determinar a7,22, 
bi y b,» tales que: 


e e 
bye bh < = y an = <= 
A ei «ii 


luego: 


De este modo,de acuerdo con lo precedente da- 


A A ro so e aa L 


remos la siguiente definición: 

Dados dos números reales 
positivos: at = (4,42) y B = (B,,B,) definidos 
en el campo de los racionales positivos ¿4 nmaremas produc 
to de ellos al número “~ definido por las clases ¿1B, 
ABa y pondremos: 

a. B a Ñ 
Puesto que las clases MB y AoBo definen un 
número real Tí y solamente uno, queda probada la exis» 
tencia y unicidad de la multiplicación definida, 


El producto de tres números reales: a,B y Y 
se define como el producto del producto de los dos pri“ 
meros por el tercero, De un modo análogo se define el 
producto de un número cualquiera, finito, de números. 

e] 
Teorema 9°,- 
La multiplicación de números reales es con 
mutativa, es decir; 


ap = pra 
De 
“Si a y b son dos números racionales se tiene 
que aeb = bea; de aquí entonces que las dclases ae y 
gua~ 


B¡47 como así también las clases ABa y Bah) sean 
les entre sí, luego son iguales tembién las cortaduras 


(A1B1548,) y (ByM»Bo40), es decir a ep = Pre. 
Teorema 10% ¿- : 

La multiplicación de números reales es aso- 
ciativa, es decir: 


la »g)Y = a.-(B. Y) 


De ! 
Basta tener presente que dados tres números 


El número real, - 20 at 


a, b y c, se tiene que (arb)ec = arfb*c), lo que impli 
ca la identidad de las clases (A7+»B,)+C y %A4-(B,*C1) 
como así también la de (A7.B2)*C57 y As4B C3) y por 
ende la igualdad de las cortaduras: (E B]+ 071278209) 


y (E *B]*Cy ¿A298790,,) o seas (eB) f = a-«(Bp-Y1). 


Teorema 11%.- 
La multiplicación de números reales es dis 
tributiva, o seas 


(a +» Bp)Y =a f+ peor 


a dado tres números racionales a,b y 
c, se sabe que: (a + b)oc = asa + bec, esta igualdad 
implica la igualdad de las clases X*B]*Cy y A1C7+B1C7 
como así también la de 2Z2*B2"02 y ApC + Bl y co 
mo estas últánas implican la igualdad de las cortadu- 
ras. (A]+B,*C¡,Apg+B2e0,). y (A/C,*B]C7,A,C2+B2C,), se 
tienes: (a +p).Y = qe Y +B eE 


Teorema 12% .- ; 
Todo número real a multiplicado por el 
número real l, da como producto q , o seas . 


asl=q 


D. 
Consideremos el número positivo a = (A7,4p) 
definido en el campo de los racionales positivos,y el nú 
mero l= (B],B2), siendo Bj el conjunto de todos los ra, 
cionales positivos menores que uno y el racional uno y 

B, el conjunto de todos los racionales mayores que uno, 


De acuerdo con esto y con la definición de pro 
ducto de números reales se tiene que el número q +1 está 
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definido por las clases AB} y AoBzs Ahora puesto que 
todos los nfímeros del conjunto By son positivos y me- 
nores e igual, al número uno, los números que forman el 
conjunto Ay Br, son iguales a los que forman åy? otro 
tanto ocurrs ton los números de las clases AnB> y Apyde 
allí que podamos afirmar que (47By ,»A2B2) = (£7,B1) o 
sea que: A:+*1=.A, 


Terminaremos lo referente a la multiplicación 
de números reales dando algunas definiciones que nos a- 
seguren la generalidad de los teoremas precedentes. 


Definiciones:- 


23 ye 
DF de 


ar a TIm A me, A bg 
ú co ii O r x 


número real. positivo, llamaremos producto de 
representándolo por ag , al número simétrico del pro~ 


ducto del simétrico de @ por B ; así: 


E 


ap = - [Cop] 


Anélogamente, si a es positivo y f negati 
vo: 


aep = -fa e(-B)], 
si a .y B son negativos, entonces: 
a 8 >= (a) (-p), 


y finalmente: 
-0 = O 


para todo núnero real. 


8.- Sustracción de números reales:- Dados dos números 

reales qa yf de- 
finiremos la sustracción del número B al número a ,co 
mo la operación por la cual se determina el número 


El número real... œ 22 = 


que es necesario sumar a f. para obtener q . Se dice 
por esto que la sustracción es la operación inversa de 
la adición, 


El número que es necesario sumar âà ĝ para 
tener 4, lo designaremos por 4 y lo llamaremos dife 
rencia e a y Bo. De acuerdo con la definición 
de adición este número existe y es único y el puede de- 
terminarse de la relación: 


próz=a 


en efecto, agregando el simétrico de Bf a ambos miem- 
bros de esta igualdad se obtiene: 


83 p)ess a eloa) 


o sea 


ó= a + (-8) 


lo que nos indica quela diferencia é entre a y 

se obtiene sumando a a el simétrico de f Vemos pués 
que la sustracción se ha reducido a la suna lo que con- 
firma que ella siempre tiene solución y una solamente, 


El número ð lo designaremos en adelante por 
a -B , así se tiene: 


a + (-B) 


a-p 


de donde; 


u 
R 


(a-8) + B 
ya. que: 
(@-B) +B = [a+ (-8)] eB =0. [(-9)+p]=0 + osa 


A continuación definiremos un nuevo concepto 
y presentaremos un teorema que será de mucha utilidad en 


El número real.- l = 23 = 


numerosos razonamientos posteriores: 


Definición:- 

Si QA es un número real llamamos valor 
absoluto de a a un número que representaremos por iaj 
y tal que 


a cuando 4 > 0 
jaj = O cuando a = '0 
-qa cuando 4X< 0 


Teorema 13 .- 

El valor absoluto de una suma de números 
es menor o a la sumo igual a la suma de los valores ab- 
solutos de dichos números, o seg 
ja +81 < tal + 18l 

D,- 

De la definición dada para la suma de núme 
ros reales,resulta que el valor absoluto de q + li es 
la suma de los valores absolutos de a y fB cuando am- 
bos números son positivos o negativos. Pero si ellos 
son uno positivo y el otro negativo, suponiendo ¡aj> ¡Bl 
el valor absoluto de la suma 0A+fB esla -= |B] nú 
nero menor que ¡| + ¡B| por ser - [BI<IBl ; de a- 
quí entonces qùe resumiendo ambos casos se tiene:Ja + Bl 
< tal + JBi 


Aplicando esta desigualdad reiteradamente se 
puede demostrar el teorema para un número cualquiera fi 
nito de sumandos. Así para 4 ,B y Y se tiene: 


ja +8+ Y[<ja+ ple [YIS fa] + 18] + YI 


9.- División de números reales.- Se sabe que a todo núme 
; ro racional a, diferen- 
te de cero, corresponde otro número racional que llama- 


mos su recíproco y que se designa con =, 
a 


A 


El número real.- - 2 - 


Antes de procedër a definir el cuociente de 
dos números reales, definiremos lo que se entiende por 
recíproco de un número real Ad . Consideremos coñ este 
fin un número positivo a = (A3,A2) definido en el cam- 


po de los racionales Deis 


Designemos con > la clase formada con los 


recíprocos de los números de Ao y por -+ la clase for 

mada por los recíprocos de los números de Aq +. Probare- 

mos que estas clases definen un número real; en efecto,a 

demás de no ser vacias, todo número de + es menor que 
2 

todo número de EA y se Ta elegir a, y a7 de tal 


modo que: E 

CEE N 

a 2 
para demostrar esta última afirmación seta h un número 
real racional comprendido entre cero y 4 ; los son 


todos mayores que h y por otra parte existe un conjunto 
de números ay mayores que h, de aquí entonces que para 
estos se tengas 3 
2 
h^ < ajap > 
como además existen a y » tales que: . 
a) = 8 < he 
resulta 
ap - al < a] 298 
y luego 


Les <e 
Sa E 


El número _real,- ; = 25- 
Asi,pues, las clases == y L_ definen 
un número real, este número lo llamaremos recíproco de 


a y lo designaremos por + . 


Finalmente dado un número negativo (-0) llama 
remos número recíproco de él, el número simétrico E 
recíproco del simétrico de La). .Si designamos con ==- 


este número se tendrá: 


Ta (a) 


y como ya hemos visto que -(-a) = a , se tendrá: 


A renh 
Ta a 


Teorema 14 .- 


Todo número real multiplicado por su recí- 
proco da como producto uno, o sea: 


1 
er 1 
D.- 
Sea 0 = (41,45) un número real definido 


en el campo de los racionales positivos. El número pe e 


estará definido entonces por la cortadura (=,=) “y 
, 2" 4 

el número que resulta de multiplicara por -+ queda, 

de acuerdo con la definición. de multiplicación,definido 


por las clases + y A , ahora puesto que 
2 ay: 

todo a résulta que todos los números de la 

primera € e son ménores que uno y todos los de la ses 

gunda clase mayores que uno, de aquí que ellas definen 


El número reals- E : PA = 26 


el número uno, o sea Pr =1 
a 


Veamos ahora la definición de cuociente de 
dos números reales. Dados dos números reales a y B de 
finiremos la división del número 4 por el número f co= 
mo la operación por la cual se determina el número que 
multiplicado por PB de como producto el número a+ .Se 
dice por esto que la división es la operación inversa 
de la multiplicación, 


El número por el cual és necesario multipli- 
car fB. para tener Q lo llamaremos cuociente entre a 
y f y lo designaremos por 7 +. De acuerdo con su defi 
nición se tiene: 


pz =a 
si $ no es nulo, existe el recíproco de B y multipli 
cando los dos miembros de la igualdad precedente por di- 
cho recíproco resulta: 


1 1 
y. 6 Fa a Y s= 
B B B 
o sea 
M z q l 


de aquí que el cuociente entre Y y 8B es igual al 
producto de œ por el número recíproco del número fB y 
así la división se ha reducido a la multiplicación, de 
aquí que la división tenga siempre una y sola una solu- 
ción, con tal que el divisor sea diferente de Cero» 
El número Z lo designaremos en adelante por 
+ s de modo ques 
maL 
B B 


de donde 
—a= a 


ya que 


qe > (ap = ae) al ma 


10,- Potencia de un número real.- Sea QU = (Ar, ) un 
número real definido 
en el campo de los racionales positivos y sea n un nú= 


mero entero y positivo. Designemos con Af la clase. 


formada por las potencias n-ésimas de todos los núme= 


ros ay] de Ay y llamemos AS la clase formadá por 
las potencias n=ésimas de todos los az de hoe 


: Demostraremos que las clases A y i así 
formados, definen un número real, Desde luego tenemos 
que ambas clases no son vacías y además que todo núme- 


ro de Af es menor que todo número de A ya que sien . 


do a] y a2 racionales de a < a> se sigue a <a. 
Sólo resta demostrar entonces que tomado un e>0 


existen a y a tales que: 
a) - a < e 


dad: 


n-2 ne} 


(a A a) = (a) - ala” + Ban eones a) 27 tao 


tonamos: 


e 


a 


Para establecer esto consideremos la identi= 


) 


El número real.- q BE 


siendo h un racional mayor que el az considerado, en= 
tonces: 


De aquí entonces que las clases. A y £ de 
finan un número real y de acuerdo con esto daremos la si 


guiente definición: 

Dado un número real q = (Ars ho) de= 
finido en el campo de los racionales positivos y un èn- 
tero positivo n, llamaremos Po Messina de q al nú 


mero real definido por las clases A y is Este número 
lo designarenos por el símbolo q y pondremos; 


(a) 


oTa 
Teorema 15°, qn, 
D.- 
s Sea a = (47,4) un número real, definido 
en el campo de los racionales positivos, los números a 
y a m están definidos entonces por las clases A» 5 
y An a respectivamente. 


fhora de acuerdo cor A definición de producto 
de números reales, el número ar estará definido por 
las clases dq ; ioen donde la aida clase está 
formada por los números aĝ tipo ar” a y la segunda 
por números del tipo ki y puesto que: 


ntm n m n+m 
aa = a y a7:a) = ag 
; nim 
dichas clases son idénticas con las clases n y do 
nəm 


que son las que definen el número & yde aquí enton- 


pr AA EEA S A 
n m ntm f y 
ces quer: qa oda = q 


Teorema 16°.- 
5 n 
D.- 
Sean a» (A 1 +40) y B= (B, »B2) dos nú- 


mero reales definidos en = campo de los racionales po= 


aL zi acuerdo con esto se comprende que los núng 
n A nz i 
ros a” ; g” y a ¿gr estarán definidos por las cla- 
Ra nan n_n ,n  n A 
ses ¿1,4 B, B2 y A 93,» AB, respectivamente, 


Ahora teniendo en cuenta que: 
a n n n 
a eb] æ a y" ayb =(a,*b,) 


n 
se vé que las EROS áj °B > AS TE son idénticas a las 


EF 2 
clases Ea ; o Ri definen el número (a:p)”, 
de ahí entonces que: = (o B)’. 
Teorema 173- n.m nem 
E (Py a 
Ds 


Sea a = (A,,4,) un número real definido 
en el eampo de los P positivos, enronons el nú~ 
mero 4 esté : AS por las clases AL to i por 
consiguiente (a? T por las clases Ci A (An) cuyos 
elementos son números de la forma: (Ey y (a9)" res 


pectivamente. 
_ Ahora puesto que: 


nn nen m : 
(y = a y (az) = as m 


El número real .- — O) 
UE © nm nm EAA 
resulta que las clases (4) ; (47) - son idénticas con 


y nem nem 
las clases A Pa: 


nem EIR, nm 
ro a se tiene finalmente: (q) = 


, y como estas definen el núme- 
agite 


Para que los teoremas precedentes sean válidos 
cuando n y m sean cero o números enteros negativos dare- 
mos la siguiente definición: 

o ell . 
a 


l j . e R f . ; n 
donde EEN designa el número recíproco del número q e 


Teorema 18” .- n 


z Sea el número real a = (47,47) definido en 
el campo de los racionales positivos. Su número recipro- 
ul 

a i k a 
y su potencia n-ésima @ por las clases A E A, . 


thora por otra parte, la potencia n-ésima del 
número + > es decir el número + estará definido 
por las clases (H , E y el número recíproco del 
número & , es decir == está definido E las clases 


1 l 
-= } ~y ; pero puesto que: 


a da | 
it A 


El número real ¿ l : e DL 


f f 1® 32 = : 
resulta que las clases [wase in vé 
q j Ñ A) , Ñ A) son respectivemente 
idénticas con las clases + y -r lo que en el fon- 
do equivale a afirmar la veracidad del teorema. 


Teorema_19° .~ 
Si a y B son dos números reales positi~ 
vos y n un entero positivo, se tiene la igualdad: 


n n n1 n-2 n=2 nel 
a - B = (A B)(a +a B tosses AB +B ) 
D.- 
ao +0 Brrrrrag” Ni 
entonces: 
n n=l = 
až = 0 va E a pal 
y 
næ], n-2 2 n-1 n 
BY =a B+a B o... a +B 
de donde: n n 
(a-B)3=a -B 
o sea n=l  n-2 n=2 n-l 


pre (apra +a Berrea +B 


Teorema 20° ¿- 
Si a es un número real positivo, n un en 
tero positivo y $ y Y dos reales racionales positi- 


n 
vos tales que B < a< TE, entonces existen dos reg 
les racionales P,» y Y, tales que: 


N n yP yn 
B < p< a< y“ 


El número real, A EN 


D.- 7 f 
Puesto que el conjunto de los racionales es 
denso, si b y e son los racionales correspondientes a 
los reales B y Y , existe un racional b, tal que 
b < b} < e y por consiguiente existe B,” tal que 


B < e < Y y luego de; 


n-2 n=2 n=l 


n-1 
Bx Ei p” E CB - BB, t Ba +..-*+B7B +B ) 


resulta 


n e = 
B -B° < (By -B)n Y 
n 


y como podemos elegir b) >b tal que BB I A 
n 


- 


quedas: 


n n n 
B -8< a-p 


© sea 
n 
p, < a 
y como 
se tiene; 
n n 


De una manera análoga se demuestra la existen 


cia de un LA tal ques 


+ 


El número real .- l pe 2 
y” > T> a 


Teorema 21° .- 

Si a es un número real positivo ,n un en= 
tero popako? y B y Y dos reales racionales positivos 
tales que B"< a< Y” , entonces tomado un número real 
arbitrario € > O existen dos números reales racionales 
Br y Y, tales que: 


n 


n ; % E 
Ya =p, <f siempre que Ya -B< AI 


D.- 
El teorema precedente nos asegura la existen 
cia de Bi y Yi tales que: 


n n n n 
pp cann aT 


1 
ise nl n2 ` n-2  n-1 
Sa -BI sé (Ys A + Y Bro.» YB +B ) 
se tiene 
n yP- -L 
ra < ermB nY 
y para 
€ i 
S o y at 
n 
resulta 


n n ! 
Y] -B,<€ 


El número real.=_. - 3h ~ 


Observación: .. 
Dado un número real positivo q y un ente- 
n . 


ro n, sabemos que siempre existe un número 0 y sólo u 
no, que es potencia n-ésima de a e Cabe preguntar ahora 


si dado un número real positivo «a existe un número § 
tal que su n-»8sima potencia sea igual a a, o sea ¿exis- 


te un número real $ tal que E N = a?. La respuesta se. ` 
rá afirmativa de acuerdo con el siguiente teorema. 


Teorema 22%, - 

Si a es un número real positivo existe un 
número real positivo ` Ẹ y solamente uno cuya potencia - 
n-ésima es el número q , O sea: 


ELET 


D.- 
Comenzaremos haciendo ver que si el número 
E existe él es único. En efecto si- existen dos núme- 
ros diferentes $ y Bo Sorem ndg ka Ẹ jase de= 


muestra sin dificultad que J < E, n o seaquea<a, 


lo que es absurdo., Queda s eS por demos 
trar que tal número existe. 


Consideremos el conjunto de los números racio 
nales positivos, si œ es un número real racional co- 
rresponde a él en dicho conjunto un cierto racional a 
y si para este racional a existe en el campo de los rae 


cionales un número x tal que x? = a, entonces el número 
real correspondiente al racional x será el número busca 
do. Supongamos entonces que tal número x no existe. 


Dividamos el conjunto de los números raciona- 
les positivos en dos clases R y S de acuerdo con el 
criterio siguiente: la clase inferior R contendrá todos 
los números racionales positivos r, tales que:siendo ọpọ 
su correspondiente número real' se tenga pOK a ela cla= 


. 
- 


El número real, = l = = 


se S estará formada por todos los racionales s tales 
que siendo Y su real correspondiente se tenga *>u 

f 1 

De acuerdo con este criterio no queda ningún 
racional positivo fuera de la clasificación. pues no e.» 
xiste un racionol x tal que, si E es su real correspon 
dicnte, se tenga pr =q 3 además todo r es menor que 

n ; 

todo s ya que de p<a < o se sigue p < Y y final 
mente de acuerdo con el teorema 19° no hay un mayor 
que todos los p ni un o menor que todos los AS e aquí 
entorices a esta Clasificación define un número real 
positivo £ = (R,S) tal que p< È < g 


De estas desigualdades resultas 
n Ra <> la) 
para todos los reales racionales p y ej así como 
e” <a <q (b) 


Ahora por otra parte todo-racional positivo tig 
ne un correspondiente p o g y solamente uno, por consi 
guiente se podrán elegir p y O tales que G-p sea menor 
que cualquier cantidad positiva, de aquí entonces que de 
acuerdo con el teorema 20% se tenga: 


a-p <e R. ©) 


siendo € >0 un número real arbitrario desigualdad que 
junto con las (a) y (b) nos permite afirmar que: 


Pza 


Este número E cuya existencia y unicidad ha 
sido demostrada lo llamaremos la raíz aritmética n--ésima 
del número a y lo representaremos por: 


El nímero real,» l œ 36 ~ 
1 


n -r 
p. Vasna” 


.de modo que: 1 


lin 
aj” - (5) -Pea 


` Definiremos además el símbolo a” como cl nú. 


A 


- m s 
mero que representa a B , de modo que: 


y finalmente 


-8 
n STA 
a = m 
» ar 


Teorema _23%.- l 
Si a es un número real positivo ym yn 
enteros „positivos se tiene: m 


Ba) - y 


De~ 
Sea 
n 
p” Ya, entonces p` =q y p” M8 
además ; n n 
a™ (y e A al 

- m nm. 

luego p = a 


hn ES 


o sea np! nu 
E) as 


El _ número real.- - Š 


` Teorema 24° .— 


Si «a es un número real positivo, Ê y 


ato 


reales racionales, se tiene: 


a c E 
b d q] 
a sA z QA 


D.- 
Se tienes 
2.246  /lja 
b bd j sa 
a = g = |a 
> 1 
e cb ù li cb 
d db bd 
a = d = 1 
luego 
a e ¿2 \adtob ad+cb 2,£ 
b' d bd bd b d 
A aQ e a / = Q = q 
Teorema 25% .- 
2 


Sia y B son números positivos y 5 m 


real racional, entonces: - 
2 


b 5 
asg = (08) 


oip 


l Na i 
. 8e tiene 


Fl número real,- 


luego 


ahora por otra parte se tiene que: 


E al El aj 
b b b b. 
a -B = ig = asB 


te donde 
2 1 Os 
b IÓ 
a. B = (ap) 
y luego 
qe a 


5 Bl È 
a eB = |(@-B) | = (9-8) 


Teorema 26” ¿= ” 
Si a es un número real positivo y 5 y 


€. : a 
q "meros reales racionales, se tienes 
g 
[a æ 
b bd 
la? = a 


D.-- 7 
Comenzaremos con un caso simple, suponien= 
do que uno de los reales racionales sea entero, ponga» 


mos entonces ¿ = p, se tendrá; 


El número real.- =- 39 = 
/ 248 pe lyr a 2, 
b bj (5) b b'P 
la = a) ] = ía = a = 4 
Establecido esto, consideremos ahora el caso 


general. Sea entonces: 
e 


(5) 
`b 
oR 


de acuerdo con lo ya demostrado se tendrá: 


r cad 4 Aa 
213 aje a 
5) b) b 
a a la = Q 


ahora 


de donde acà 
i d bd 
B =(0 


y de acuerdo con la unicidad de la raíz aritméticas: 


ac 
bd 
9.2 

o sea E 
2lz 22 
(535 bd 
aj =a 

“e 
Observación: 


Después de todo lo precedente, para concluir 


e. 


El número real,- = 10 = 


con nuestro "tema, sólo nos queda que preocuparnos de las 
potencias de base real negativa y exponente real racio- 
nal y de las potencias de base real positiva con exponen 
te real. El primer asunto lo despacharemos inmedi atamen= 
te con la definición: 


Si É es un número racional irre- 
ductible, entonces: i 
2 a 
b bb 
(aj) = o cuando a= 2n 


a 
o 


a 
b b} : 
(al =-ja } cuandoa= 2n+1 y b =2m} 


v 


. 


b 
(- a) no lo definiremos cuando a=2n+1 y 
l b= 2m 


Se sabe que la definición de este último caso implica la 
creación de los números complejos. 


Pasemos ahora a preocuparnos de la potencia de 
base real positiva con exponente real. En el razonamien= 
to que con este fin haremos a continuación, intervendrán 
relaciones cón letras latinas y griegas, demás está dem 
cir que tal cosa se hará sólo con el deseo de evitar una 
superflua notación nueva, Se deberá entender en tales ca 
sos que todas las letras griegas y latinas representan 
números reales y las latinas particularmente representan 
números reales racionales. 


Sean a = (MA) y 8 = (B,,B2) dos números 
reales definidos en el campo de los racionales positivos, 
siendo a > l. 

; B 

Indicando con cl conjunto de las poten- 

cias de los números a de`A, que tiener como exponente 


El número resl,= o 


los números . b, de B} y dando un anélogo significado al 
B 
símbolo i , demostraremos que estas dos clases de núme 


B B 
ros Ay l y An? definen un número real. 

Desde luego ya que Az, A, A y B, e son Va= 
cias tampoco lo serán las clases an? y bh 2. Siendo 
además a > l se tiene pera los números de Ao que az > 1 
y como todo by es positivo resulta apl < apl < a02.5é 


lo resta demostrar entonces que cualquiera que sea el nú= 
mero racional e > O que se tome existen az, aos bi y 
ba tales que: 5 


b b 
2 1 
a, A K 8 


Para demostrar esto observemos que: 


b b b 6 b 
Se i at a (sé G 8.) ñ (a? Ñ a) 


Tomemos un número racional h tal que siendo y) 
su real correspondiente se tenga Y > B . Entonces 


b b b. b-b 
a T a” N ala 1 ST 


y puesto qu2z se ' pueden elegir b, y b, tales que 


1 
ba = by < 5 , resultas 


ba h br 


a =a < a a, - 1) con ay > 1 


Ez número real,- = 42 ~ 
y aún 

b bh 

2 ; 
E a 


y como se puede tomar n de modo que 


4 
E , 
e 
e i 
resulta: E 
b 
2 
a 21 <3 (a) 


- Sea por otra parte ‘bn, = a donde p y q son 


enteros primos entre si, sea además: 


1 l 
q q 
a % y 7] ss a, 
entonces: e E P p 
E e aP - aP 
2 S O A O 
de dorde 
bo b, s p-l p=2 p-2 p-l 
a, a = aa aya, ta, dy tter a t o; 
y 


a q q-l 
as = a = (C3 = 09)=(9 0) (0, 


q2 
+ % Qt onerosa 


bros» 4) dy P ) 


El _núnero real.- : - 13 - 


luego - 1 ; E 
E n5 aP Pa pers. o.o—p al aP 2 2 


Ba A KA A T 21 aa) 
a, 1 q=l q-2 q-2 a el 
a tA Q E +2 0 +a 
2 21 l 
y n 
ba" qt 
a = a < "gone, - aj) 
q-l 
h s 
ahora tomando a “a < Se 3 queda finalmente 
Eoi l 
- ba en i 
a ona < 3 (b) 


B 
De aquí entone>s que las clases Ay y á 
definen un número real Y de acuerdo con las considera- 
ciones anteriores daremos la siguiente definición: 
si 
as (Ay. 3 42 y B=- (B4 ,B,) son dos números reales defi 
nidos tn 51 campo de los racionales positivos con a > 1, 
llamaremos potencia 8B de QU al número real definido 


por las clases A] y A, 2. Este número lo designa- 
“remos por aÊ è 
Si O<a<1, se tendrá + > lyen 


tonces por definicións., 


El número real.- A A e A ll, = 


B 1 
a 
a 
Ahora como 
E T 
a A, A! 
Se tendrá 
poa, +) 
a B,? Ba 
L 
A, Ar 
y luego 
E a| o 
ea 
a A Ba By 
Ar A $ 
o sea 
/ B B j 
2 1 
' aP = (a, > e para O<a<1 


y  g>0 


Si B es negativo,por definición: 


da mal 
a aB 


Suponiendo primeramente a > l; puesto que: 


-B = (Ba -B,) > 0 
resulta 


El número real.- 4 


y luego 


B 


o sea : B 2 
aÊ = (47,4%) para a>1l yp<o: 


Contrariamente si O<&a< ł se tiene 


o sea 


O a 
a= (A 140) para 0O<a<1 y g<o 


De modo que resumiendo podemos decir: 
sia =(4,4,) 
y B= (B1,B2) son dos números reales, el número ab se 
define como se indica: 
B B 
Para a>1 y B>0 ab (o) 
Ba B 
Para 0<a<1l y g>0 : al = (h E) 


B Bo 
Para azi y B<O : aB = (A, eo 


EL número A a AA 


ab Bo By 


Para 0<a xXx 1 yg<o 3 = (A A ) 


z las a precedentes debe entenderse que: 

Tia > he 3 representa la cortadura definida por las ela 
B> 

ses n? y a y así sucesivamente, Finalmente sia= 1 


y g un número real cualquiera,definiremos aß por: 
18=1 


y si a es un número real cualquiera y B=0 se defi- 
niré: 


a= 1 


Demostraremos ahora que las propiedades forma- 
les de la potencia subsisten aún cuando el exponente es 
un número real cuelquiera. 


Teorema 27% .- 
: Si a es un número real positivo y B y Y 
dos números reales oualesquiera, se tiene 


as ‘a= a8 +Y 


D.- 
Supongamos primeramente 4>1 y B y Y 
positivos, entonces si a = (4,4) go. (B¡»B2) y 
Y= (Cy ,C2), los números 0% y a quedan determina 
B C 
2 l 


B c i 
dos por las clases ày) , ip FORT Pos E PA 


El_número_real.. -47 = 


mente y e consiguiente el número aß . af por las 
1 à B C2 


clases e "ha A, a. E 


+Y 
Por otra DaS se tiene que el número Q 
está determinado por las clases Al sho y como 
para los racionales se tiene que 
c btc 


b 
a'a =a 


resulta que las clases que definen los números aÊ ea Y 
y aR +Y son idénticas, de ahí entonces que estos 


números sean iguales, o sea que aba" = af tY 


La generalidad del teorema se establece fácil 
mente apoyándose en las definiciones precedentes. 


Teorema 28*.- . 
Si a yB son números reales positivos 
y Y un número real cualquiera, se tiene: 


aYegY = (ap) 
f 
D. 
Supongamos primeramente que A y B sean 
mayores que l. Si «a = (41,47), È= (B,,B2) y 


Y = (C7,02) > 0, los números ar y pY quedan de= 
terminados por las clases A sho y Bi »Bo respec- 
tivamente y por lo tanto el número ar, gY 

CG € Sa 
LA 2 
nado por la «By y A) * Ba. 


queda determi . 


El número real,- ; - 18 - 
Por otra parte se tiene que PCS (ys B)“ 
C 

está determinado por dE clases (By) T y (4,*B2) 2 


a eb? = (asb) 


resulta que las clases que definen los números aYsgY 
y (œ DM son idénticas, de aquí entonces que afegY a 
(a. OM . 


Respecto a la generalidad del teorema vale 
aquí también la observación indicada en la demostración 
del teorema anterior, 


Teorcme 29. 
Si «a es un número real positivo y By Y 
dos números reales, se tiene: 


(a8) 


" Supongamos a mayor que uno y $ y Y po 
sitivos. Empleando las mismas noteciones usadas en los. 


teoremas anteriores, el número aß queda determinado 


B 
por las aa tl yá a y por consiguiente el nú 
B Ba%2 

mero fa} por (af y (84°. 

ihora. por otra parte el número aP *Y está de 

0 : 

terminado por las clases Pr l y 12 “2 y teniendo 
en cuenta que para los racionales 


be 
(ab) A a 


El número real, - 49 = 


Í Y 
resulta que las clases que definen los números laB) y 


u 


teorema se extiende sin dificultad al caso en que B o Y 
o ambos a la vez sean negativos y cuando a siendo siem 
pre positivo sea menor que uno, 


¿EY son idénticas y por consiguiente la} a Aa 


11.- Cortaduras en el campo de los números reales,- Si 
se 


efectúa con los números reales, las operaciones hasta 

ahora definidas, se obtiene como resultado números reas 
les, Se puede preguntar ahora si efectuando cortaduras 

en el campo de los números reales resultará siempre un 
número real, o dicho con otras palabras glas cortaduras 
en el campo de los números reales podrán reducirse siem 
pre a cortaduras en el campo de los números racionales? 


La respuesta a esta pregunta viene dada en 
forma afirmativa por el conocido Teorema de Dedekind 
que presentamos 2 continuación. 


Teorema 30°. 
Si el conjunto de los números reales se di 
vide en dos clases å y B tales que: 


12 Cada clase contiene a lo menos un número. 

22 todo número real pertenece a una de las 
dos clases y 

32 Todo número de la clase A es menor que toe 
do número de la clase B, 


Entonces existe un número real a tal que to 
dos los números menores que (A pertenecen a la clase A 
y todos los números mayores que a pertenecen a la cla 
se B, El número a puede tomarse como perteneciente a 
cualquiera de las dos clases. 


D.- 
Sean A! y B' las clases de los números ra= 
cionales contenidos en A y en B respectivamente, entone 


El número realee AO 


cés de acuerdo eon la definición de A y B se sigue inme 
diatamente que A! y B! constituyen una cortadura (A! ¿89 
en el campo de los racionales y por consiguiente las 
clases A y B definen un número real a = (4!,B').Noso” 
tros probaremos que este número real qœ es único y que 
satisface las condiciones del teorema. Para este efeeto 
distinguiremos dos casos: 


a) Si a es un real racional, él es el más 
grande de la clase àt o bien el menor de la clase B'.Su 
poniendo a qa el mayor de A! él debe ser también el ma 
yor de A, pués suponiendo que existiera en Á un número 

B >a habría entre a y f,racionales tales como 


d+ ; = 
, mayores que q ¿los cuales pertenecerían a B! y 


poř lo tanto también a B, lo que implica contradicción. 
Similarmente si a es el menor número de Bt Él debe 
ser también el menor de B. e 


b) Si a es un real irracional él es mayor 
que todos los números de A! y el menor que todos los nú 
meros de B', Razonando de manera análoga a la preceden. 
te se hace ver que q es también mayor que los núme 
ros de h y menor que los números de B. 


" Finalmente es fácil comprender que qa es úni 
co, pués si hubiere otro «a el medio aritmético de o. 
llos no pertenecoría a ninguna de las dos clases. 


Corolario „= 5 
Si los números de un intervalo (ayb) 
son divididos en dos clases A y B que cumplan las condi 
ciones del Teorema de Dedekind, esa clasificación defi. 
ne un número real. Pues basta tomar con A todos los rea 
les x tales que xa y con B todos los reales y 
tales que y > be 


EL teorema de Dedekind nos ha mostrado que tg 
da cortadura en el campo de los números reales define . 
un número real, esta propiedad distingue al conjunto de 
los números reales del conjunto de los números raciona» 


El número _roal,- a ds 


les, pues en este último conjunto hay cortaduras que de- 
finen números que no pertenecen a él, Debido a esta cire 
cunstancia se suele decir que el conjunto de los números 
reales es perfecto o cerrado. 


2.- Logaritmo de un número real.- Sean a y B dos nú- 
meros reales positivos, 

sí «a es diferente de uno nosotros haremos ver que siem- 

pre existe un número real E y solamente uno tal que: 


AN: 


este número ¿ lo llamaremos el logaritmo åe g con base 
a y pondremos; 


E =“10g8 


Teorema 31*,- 
si a y B son dos números reales positi- 

vos, siendo a diferente de uno, existe un número real 

y solamente uno tal que a* ==, 


D.- 

Si 2 y 3 son reales racionales corres poh= 
de a ellos en el campo de los racionales dos números a y 
b y si en este campo existe un número x tal que «=p, 
entonces el número real correspondiente a este racional x 
será el número buscado. Supongamos que tal cosa no ocurre 
y consideremos los números a y B definidos en el cam 
po de los reales positivos; sea' además a > l. 


Dividamos el conjunto de los números reales po- 
sitivos en dos clases R y S de acuerdo con el criterio si 
iS la clase R contendrá todos los reales p tales 


que a? 5 la, clase S contendrá todos los reales © ta 


les que af > Be Se comprende sin dificultad que ésta 
clasificación es tal que ambas clases no son vacías, que 
todo número real positivo pertenece a una y solamente a 


El número real. -5- 


una de ellas, pues no existe- un desde ya x tal que si 
es su real correspondiente se tenga d* =B, y finalmen= 
te se vé que todo número de la clase R es ER que to~ 


do número de la clase Sy, ya que de a? < af se sigue 

que p< f. Así pues la clasificación hecha define un nú 

mero real E =»(R,S) y solamente uno tal que: 
aAPLai< ar 

áhora se tiene tz sibién que 


P< ga? 


y siendo denso el conjunto de los racionales, también 
lo sea el conjunto de los números reales y se tendrá 


af- d< € siondo € > Ọ un número real arbitrario; 
da equí que podamos asegurar la igualdad entre los núme. 


E 


ros a” y B jo sea: 


al =8 
Si «a<l, se tiene = > 1l y por lota 


to de acuerdo con lo anterior existe un número E tal 
que: 


y por lo tanto tal que 
=B 


hors con a ayuda de los teoremas establecidos 
para las potencias se demuestra sin dificultad las Pra 
piedades aritméticas de los logaritmos, 


CAPITULO 11 


CONJUNTOS DE _ NUMEROS 


13.- Los conceptos: unidad y conjunto.» Las ideas de uni 
dad y pluralidad 


son para nosotros ideas primitivas y, por lo tanto, no 
las definiremes. Todos sabemos distinguir entre una y va» 
rias cosas y Cuando prescindimos de la naturaleza de cada 
cosa y de la posición con respecto a las otras si son va- 
rias, nace en nosotros: los conceptos de unidad y plurali- 
dad, respectivamente. 


Estas ideas de unidad y pluralidad tienen un 
valor puramente relativo pues cada cosa o ente material 
es a su vez un conjunto de otros entes que lo componen, 

y toda pluralidad puede considerarse también como unidad, 

por ejemplo la Universidad Católica es una unidad 
como universidad y una pluralidad como reunión de facul 
tades. 


Nosotros llamaremos indistintamente conjunto 
o clase, y asi lo hemos hecho hasta ahora, a una płura= 
lidad determinada y a cada uno de los objetos que la for 
man lo llamaremos un elemento del conjunto. Se suele de 
cir que el conjunto contiene o encierra sus elementos, 
que él está compuesto de sus elementos y que los elemen” 
tos pertenecen al conjunto. $ 


Conjuntos de números ___ e Z m 


Hay dos caminos para determinar un conjunto, mé 
todo que los lógicos llaman: por extensión y por compren= 
sión. Podemos enunciar sus elementos, como cuando deci 
mos: el conjunto que considero se compone de Pedro, Juan 
y Diego. También podemos mencionar una propiedad determi 
nada de cada elemento del conjunto, como cuando hablamos 
de los "habitantes de Santiago", 


Vemos que el método de determinación de un con» 
junto por extensión, consiste en enunciar cada una de las 
unidades que componen el conjunto; en el método de defini 
ción por comprensión, el conjunto queda determinado dgndo 
se las caractorfeticas generales que pertenecen a cada u=- 
no de sus elementos, y solamente a “ellos, de tal modo que, 
mediante estas propiedades características, los elementos 
del conjunto se distinguen de los demás. 

De estos dos tipos de definiciones el último es 
tá más de acuerdo eon la matemática, ya que si se estudia 
ra solamente los conjuntos definidos por extensión ella 
quedaría sujeta a las restricciones impuestas por las di- 
fíicultades materiales de la enumeración efectiva de todos 
sus elementos sobre todo si el conjunto es muy numerosos 
De acuerdo con esto nosotros diremos que un conjunto está 
determinado o dado cuando establecido un convenio cualquie 
ra no contradictorio podemos decir si un ente u objeto da 
do pertenece o no pertenece al conjunto, 


Un conjunto cuyos elementos son los objetos As 
bylyer.o.. 1 será designado por (a,b,C, eo... l)e El sín 
bolo (a,b) designa un conjunto formado por una pareja de” 
elementos que son los objetos a a b . Los símbolos (a,b) 


se fn al daas omom el misma coniunto TI 
y 1099) a bdo eL LU DL ui JU IUW W. 


de del orden de sus elementos. 


Lindo A anean 


nmu y ón 
LUULIJjJ dd Liu USO poll 


|) 


De acuerdo con nuestra notación (a) designa el 
conjunto formado por un solo elemento que es el objeto as 
Se podría alegar que él no es un conjunto, esto no es sie 
no una cuestión de terminología, pero si se quiere conva- 


Conjuntos de números 


nir que todo conjunto contenga a lo menos una pareja de 
elementos, resultan numerosos inconvenientes en los enun 
ciados de muchas proposiciones sobre conjuntos. A este 
respecto iremos aún más lejos y emplearemos a menudo la 
frase conjunto nulo" queriendo significar con esto la 
ausencia de elementos. 


Una cuestión importante respecto del conjunto 
formado por un solo elemento es que él no debe conside= 
rarse como idéntico o ígual con su elemento o en otras 
palabras que la relación (a) = a implica contradicción 
y que por lo tanto es necesario distinguir entre el con 
junto formado por un solo elemento y el elemento mismo, 


Definición: : l E 
Si todo elemento de un conjunto Ay es también 
elemento de wn conjunto A, se dice que el Conjunto A7 


errar ms tn 


Ja A nn EA 
Ss une par te (ej subconjunto E PES y 5S actos stumbra A GA” 


presar esto con la notación: 


AECA o bién å DA 


La relación entre dos conjuntos A y Aj expre- 
sada por el signo £. se llama de inclusión, El símbolo 
AC A se lees el conjunto Ay está contenido en el con- 


junto A y la fórmula A 2 A expresa que el conjunto A 
contiene al conjunto Az]. 


La relación de inclusión es transitiva, es de 
cir que las fórmulas 


AQB y" BRO 
implican: 
LEE 


Además para todo conjunto A se tiene la re- 
4 


Conjuntos de números = 56 


lación: 


ACA 
Definición: $ 
Si entre dos conjuntos A y B se verifican si- 
multáneemente las dos relaciones: 


ACB y BEA 


diremos que los dos conjuntos son iguales o idénticos y 
pondremos: 


A=B 


Para indicar que dos conjuntos A y B no son idénticos 
se escribirá; i 


o 


AB 


si un conjunto Ay es un subconjunto de À , 
pero recíprocamente A no es subconjunto de Ay , se 
dirá que el conjunto «Ay es una parte propia o parte a= 
lícuota o aún verdadero subconjunto de A. De aquí que 
para que un conjunto Aq sea parte alícuota de un con= 


junto A es necesario y suficiente que se tenga simule 
ténesmente: 


| MUA y AFA. 
Uy.” Equivalencia de conjuntos.- He aquí otro concepto 


primario lo mismo Que 
el de unidad y pluralidad. La noción de equivalencia 
está implicada en la operación de contar y es lógicamen 
te más simple aunque menos familiar. 


Entenderemos por correspondencia entre dos 
conjuntos dados A y B , un criterio por el cual a cada 


mr 


ka 


Conjuntos de números “5 


«elemento de uno de ellos se le asocie uno o varios ele- 
mentos del otros De acuerdo con esto la correspondencia 
entre dos conjuntos Ay B esta evidentemente individua 
lizada cuando se conoce para cada elemento de A, el o 
los elementos de B que le corresponden. Los elementos 
de ambos conjuntos que se corresponde n se llaman corres. 
pondientes u homólogos. La noción de correspondencia o 
coordinación es independiente del orden. 


Definición: 

Una correspondencia entre los elementos de dos 
conjuntos Ay B se dice biunivoca cuando a cada elemen 
tode A corresponde uno y solamente un elemento de B 
y recíprocamente a cada elemento de B corresponde uno y 
solamente un elemento de A. 


Para expresar que entre dos conjuntos Ay B 
existe una correspondencia biuivoca pondremos: 


inB 
y diremos para abreviar que A es equivalente con Be 
De la precedente definición de equivalencia resultan in 
mediatamente las siguientes propiedades: 


l° El principio de identidad expresado por: 
At A 


o 


en efecto a cada elemento del conjunto A se le puede a 
signar el mismo como homólogos. 


+ 2% El principio de simetría, de acuerdo con 
el cual, ls relación: 


An B implica BruA 


Ya que establecida una correspondencia entre A yB que 
da establecida también otra correspondencia entre B y A. 
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3° EL principio de transitividad de acuerdo 
con el cual, las relaciones: 


AroB y BAJIC 
implican 
Aye 


en efecto si al elemento a de A corresponde el elemen 
to bdeB ya este el elemento c de C , basta adoptar 
c como homólogo de az recíprocamente como c de © tiene 
homólogo en B y este uno sólo en A queda establecida la 
correspondencia biutvoca entre los conjuntos A y Cs 


Postulado: 

Entre el conjunto de los números reales y el con 
junto de los puntos de una recta dirigida (eje) existe una 
correspondencia biunívoca. 


De acuerdo con este postulado será frecuente que 
en adelante usemos como sinónimos los vocablos punto y nú- 
mero. 


Todo conjunto de números que pueda ponerse en co 
rrespondencia biunívoca con el conjunto de los números na- 
turales lo llamaremos conjunto numerable . 


15.- Coniuntos finitos e infinitos.- Una noción importan- 
te cue creemos po- 
seer por intuición con claridad perfecta, pero que nos opo 
ne graves dificultades apenas la analizamos, es la noción 
de conjunto finitos 4 primera vista ocurre considerar co- 
mo finitos los conjuntos cuyos elementos se pueden enun=' 
ciar sucesivamente, es decir los conjuntos definibles por 
extensión, pero hay una imposibilidad material para enun- 
ciar los conjuntos, lo cual depende de la finitua de nues 
tra vidas Para excluir estos factores subjetivos ajenos. 
~ a los conjuntos mismos, es necesario dar una definición 


« 
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lógica, que permite deducir por razonamiento, sin recurrir 
a experiencias impositales, si un conjunto cualquiera dado 
es finito o nó. Así tomarzmos la definición siguiente: 


Definición: 

Un conjunto se dirá infinito cuando él sea equi 
valente con una de sus partes alícuotas. Un conjunto se 
dice finito cuando no es infinito. 


De acuerdo con esta definición si un conjunto A 
es finito, el queda caracterizado por: 


ALGA; AU A y A “A 
y un conjunto infinito por: 
Má; QUA y EXA 


El conjunto de los números naturales es infini- 
to ya que el puede ponerse en correspondencia biunívoca 
con el conjuntos 


2, hs bs 3, 2... .... 93 Zn, +.... 


5 No terminaremos estas ideas sobre conjuntos sin 
antes referirnos a la noción de orden. Buscando una no 
ción de orden, de lo primero que es necesario compenetrar- 
se es que ningún conjunto poses un orden único con exclu= 
sión de otros, Un conjunto de elementos tiene todos los 
órdenes de que es susceptible, El concepto de orden supo 
ne el de duración en el tiempo o el de ubicación en el es 
pacio que permite percibir los elementos de un conjunto en 
instantes o en lugares diferentes, definiendo una corres- 


pondencia entre aquellos elementos y estos instantes o lu 
gares, 


Todo criterio de ordenación se puede establecer 
arbitrariamente pero ha de satisfacer las dos siguientes 
condiciones: 
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19 Permitir fijar sin ambigiidad cuando un 
elemento de un conjunto es anterior o 
precede a otro, el cual se dice entonces que es poste= 
rior o siguiente de aquel, 


22 Si el elemento a precede a b y este 
a c , el elemento a debe preceder a 
Ce 
Así refiriéndonos a conjuntos de números pre- 
cisaremos aquí la noción de orden que hemos utilizado ya 
en el conjunto de los números resles, 


Definición: 

Un conjunto de números se dice ordenado Cuan 
do para cada per ayb de sus elementos (a A b) se 
puede establecer una y solamente una de las relaciones? 


a< b a a> py 
y para toda terna de elementos tales que: 
a< b y b< e 
se tenga: 
a<r 


El conjunto vacío y el conjunto de un sólo e= 
lemento serán ordenados por definición; en cuanto al con 
junto de dos elementos a y b se considerará ordenado si 
se establece entre ellos la relación: 


a< b o bien a> b 


Si a es un número menor que b y no hay nin 
gún número que sea mayor que a y menor que b se dice 
que ayb son dos números consecutivos; b se llama en 
tonces siguiente de &. 
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Un número que es menor que todos los demás n= 
meros del conjunto ordenedo se llama primer elemento de 
éste. El número mayor que todos los demás números del 

+ at 


Altima a mirado 
unto se llama 


ue. PAI O ele emo cento de 


p 
oO 
Q 
pa 

Cto 
E 
€ 
O 
. 


16.- Conjuntos acotados.» En todas las consideracion 

nes que en lo sucesivo ha= 
gamos sobre conjuntos, nos referiremos únicamente a 
conjuntos de números es decir a conjuntos cuyos ele- 
mentos son números reales. 


Llamaremos variable al símbolo, x, que nos 
representa los distintos elementos (abasas) de un con= 
junto X de números que se llama su campo de variabili- 
dad o dominio de la variable, .De este modo cuando em- 
pleemos la frase "la variable x" no deberá pensarse-en 
un número determinado del conjunto X , sino en la posi 
bilidad de tomar uno cualquiera de ellos, el que se de- 
See. 


Cuando el campo de variabilidad de una varia» 
ble x está formado por el conjunto de todos los núme 
ros reales comprendidos entre dos números a y b, Él se 
llama intervalo de la variable, El intervalo determina 
do por los números ayb con a<b lo designaremos 
por (a,b). Si los números ayb se incluyen en el in 
tervalo, se dice de él que es un intervalo cerrado; si 
dichos números se excluyen el intervalo se dice abierto; 
si se excluye a yno b el intervalo se dice abierto 
por la izquierda y finalmente si se excluye b yn as 
él se dice abierto por la derecha, 


Un conjunto de números ss dice acotado supe= 
riormente, si existe un número K mayor que todo núme 
ro del conjuntos Anélogamente un conjunto se dice aco= 
tado inferiormente, si existe ur número H menor que 
todo número del conjunto,- Los números K y H- se lla- 
man cota superior y cota inferior del conjunto. 
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De esta definición se desprende que si K es co- 
ta superior de un conjunto, también lo es cualquier núme- 
ro mayor que Kẹ Del mismo modo si H es cota inferior 
de un conjunto igual cosa ocurre con todo núnero menor que 
He 


La acotación de un conjunto puede ser por am- 
bos o por uno u otro sentido En el primer caso diremos 
simplemente que el conjunto está acotado; asf el conjunto 
de los números comprendidos entre (- 1) y (+ 1) es acota= 
do en ambos senvidos, mientras que el conjunto de los nú- 
meros positivos enteros sólo está acotado inferiormente o 
como suele decirse, en vista de la representación de los 
números como puntos de un eje, por la izquierdas 


Pare todo conjunto infinito de números acotado 
superiormente o por la derecha se puede demostrar la exis 
tencia de un número M, que tiene" las dos siguientes pro~ 
piedades: 


1° M 2 que todo número del conjunto, 


2° Meg < algún nímero del conjunto; siendo 
€ un niero positivo arbitrarioy 


Este número M se llama frontera superior del 
conjunto y la propiedad enunciada del conjunto acotado su. 
periormente se expresa por el siguiente teoremas 
; l 


Teorema 32% 
“Todo conjunto infinito de números acotado supe 
riornente tiene una frontera superior M. 


De 
En esta demostración distinguiremos dos Casos. 
Comenzaremos considerando un conjunto tal que él tiene un e 
lemento mayor que todos. los demés,sea a este elementozen es 
te primer caso afirmamos que M=a, en efecto siendo a el ma- 
yor de los nfmeros del conjunto se tiene que no hay ningún nf 


. 


a 
' 
` 
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mero del conjunto mayor que M y además como a~€< a 
resulta: M e<a . 3 


Como segundo caso consideraremos un conjunto que 
no tiene un elemento mayor que todos los demás, En estas 
circunstancias tomemos el conjunto de los números reales 
y clasifiquemos sus elementos en dos clases Ay B del 
siguiente modo: en la clase inferior A colocaromos todos 
los números del conjunto y los que son menores que cual- ` 
quier número del conjunto y en la superior B todos los 
números mayores que todo número del conjunto. De acuerdo 
con esta clasificación se vé que en ambas clases hay nú- 
meros, en Á a lo menos los números del conjunto, en 
B. a lo menos la cota superior K; todo número de A es 
menor que todo número de B y finalmente todo número real 
pertenece a una u otra clase, De aquí estonces que la cla 
sificación precedente constituye yna cortadura (A,B) en 
el campo de los números reales y por consiguiente ella de- 
fine un número real, Veremos inmediatamente que este nú- 
mero es precisamente lo que hemos llamado frontera superior. 
En efecto si designamos con M el número definido por la 
cortadura (A,B) se tiene que M es mayor que todo número 
de A y por consiguiente que todo número del conjuntos 
Ademéás cualquiera que sea E> O, el número M ~ E perte= 
necerá a la clase A y por consiguiente habrá a lo menos 
un número del conjunto mayor que M — € puesto que en el 
conjunto hemos sumuesto que no hay un número mayor que to 
dos los demás. 

. Anglogemente se define como frontera inferior de 
un conjunto de números un número m tal que: 


70 
de 


2° m+*+E€> que algún número del conjunto; cualquiera 
que sea el número €> O que se tome. 


De igual modo a lo hecho precedentemente se de= 
muestra ques i 
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Todo conjunto infinito de números acotado infe 
riormente tiene una frontera inferior ma 


De los dos teoremas precedentes se desprende 
como una consecuencia inmediata el teorema siguiente. 


Teorema 34. 


Todo conjunto infinito de números acotado tiene 
una frotera inferior y una frontera superior, 


17.- Punto de acumulación de un conjunto de números.- 


Si a es un número real cualquiera y » unn 
mero positivo (pequeño), el intervalo (a - y , a +0) se 
llama vecindad o entorno del punto o número a, 


Definición: 

Se dice que un número es: punto de acumulación 
o número de "condensación de un conjunto si en toda vecin 
dad de él existen infinitos números del conjuntos 


Un punto de acumulación de un conjunto no es ne 
cesariamente un elemento del conjunto; así en el conjunto: 


l)khaio ls, E A URT eesosa 
2 n 


el cero es punto de acumulación y no pertenece al conjun- 
to. El conjunto de los números del intervalo abierto 
(0,1) tiene por puntos de acumulación los números cero y 
uno, números que no pertenecen a dicho conjuntos El con. 
junto de todos los números enteros no tiene puntos de a- 
cumulación. En el conjunto de números contenidos en el 
intervalo cerrado (0,1) todo níímero es número de acumula- 
ción, 


* 
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Dado un conjunto, se llama derivado a aquel 
formado por los puntos de acumulación del conjunto dado. 
Si un conjunto coincice con su conjunto derivado se di~ 
ce que el es perfecto. 


He aquí un conjunto que tiene dos puntos de a 
cumulación los cuales no pertenecen al conjunto: 


l,2,31,2» 
2 4 


AS ROSS occosacs 
PS. 5 GTGT 


5i to: 


HE 


da p aee A M an 
Teorema 32 e... 

Todo conjunto infinito de números, acotado, tie 
ne a lo menos un punto de acumulación. 


De- Dividamos el conjunto de todos los números reales en 

cos clases, La clase A la formamos con todos los 
números a, tales que a su derecha hay una infinidad de nú 
meros del conjuntos La clase B la formamos con todos 
los núneros by tales que a su derecha hay finitos números 
del conjuntos 

Se vé sin dificultad que esta clasificación sa- 

tisface a las tres condiciones que exige una cortadura y 
por consiguiente define un número real a . De aquf enton 
ces que q = E pertenece a la clase A y a la izquierda 
dea - E hay a lo mås un número finito de números del 
conjunto; contrariamente A +€ pertenece a la clase B y 
a la izquierda dea +€ hay infinitos números del conjunto; 
por consiguiente entre a ~ g y œa + € hay infinitos ele 
mentos del conjunto o sea que Q es un punto de acumula- 
ción del conjunto, lo que demuestra el teorema, 


Este teorema se conoce con el nombre de Teorema 
de Bolzano«“Velers Trasse 
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Observación: 

Como a la izquierda de d - € existen a lo 
més, un número finito de números del conjunto y Puede afir 
marse que en esta rogión no puede haber ningún otro punto 
de acumul ación, es decir q es el punto de acumulación 
situado mís a la izquierda, si se quiere el menor de los 
puntos de acumulación; a él se le Ilama simplemente lfmi 
te inferior del conjunto, designéndosele por la notación 
límC. 


De un modo análogo se demuestra la existencia 
de un punto de seumulación situado más a la derecha que 
los denés (8) } que se llama límite superior del conjunto, 
se representa por la notación Tin C y está caracteriza 
da por que a la derecha de B + € haya a lo más un nú- 
mero finito de elementos del conjunto y a la derecha de 


B -€ hay infinitos números de dicho conjunto. 

Entre ambos límites existe evidentemente la 
releción a Lh Tanto A como f , que se llaman los 
límites principeles del conjunto pueden no pertenecer el 
conjunto. 


Para el conjunto: 


1 3 211,2 > l , h4 , Ti ¿> ca. no..eornao. 
LD O A 


Se tiene a4a:=0 y B = l. Ambos números no pertenecen 
al conjuntos 


Para el conjunto; 


se tiene a ==0 
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Si ocurre que 4 = B (sin ser infinitos) como en 
el caso precedente, este número Único se llama simplemente 
límite del conjunto y se le representa por la notación lfm, 
Este número, que designaremos con la letra l,- es entonces 
el único punto de acumulación que tiene el conjunto y él 
queda caracterizado porque tanto a la izquierda de l -€ co 
mo a la derecha de 1 + € sólo puede haber un número finito 
de elementos del conjunto, mientras que entre ambos existen 
infinitós números de él, 


Estas definiciones y teoremas que hemos conocido 
se aplican a todos los conjuntos de números reales y por 
consiguiente a todos los conjuntos de puntos sobre una rec 
ta y en particular a un grupo importante de conjuntos numé 
ricos que conoceremos bajo el nombre de sucesiones» 


Cuando un conjunto de números no es ácotado su- 
periormente se suele decir que su cota superior es infini 
to [+ œ), se dice también a veces que su límite superior 
es (+ 0). Algo análogo se suele expresar para conjuntos 
no acotados inferiormente con respecto al símbolo (- œ). 


18,- Ejercicios propuestos.- 


1° Indicar las características de los conjuntos; 


T aa 3 A S 6000000000 n+l Rosa» 
2a T 5° 3 Aai 3 > s 


ag 2 1 z 9.9 .ASOO0.Ó 9 1 3 .... 
-nít 


h 


A? 
i 
H 
w 
»j 
WI 
7 


E; æ -l, 2, 3, h, OA e LI 


D sen nT 
Eh, E Es 1, 1, L; Donoso ..... oy n grrr or... 
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2° Deterzinar el término general de los conjuntos siguien 
tes, € indicar sus características. 


Es = O, ds O, T LR 


E = æ 2y 14 s “17 17 > - 15 13? ce..o».». 


3° Demostrar que la frontera superior de un conjunto de 
números menores que un número fijo k no puede ser 
mayor que este número, 


42 Demostrar que la frontera inferior de un conjunto de 
números mayores que un cierto núnero fijo h no pue 
de ser menor que este número. 


5° Demostrar que si N ym son la frontera superior e 

inferior respectivamente de un conjunto de números, 
la frontera superior e inferior de los simétricos de di 
chos números son -m y M. 


6% Si un conjunto de números todos del mismo signo tie- 
ne como fronteras los números M y m, el conjunto de sus 


? ; l 1 E E ; 
recíprocos tiene = y ¿¿ como frontera superior e infe- 


rior respectivamente. 
7% Si Mym son las fronteras de un conjunto de números, 


el conjunto de los valores absolutos de dichos números 
tiene por frontera superior al mayor de los números |m) oļN] 
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82 Si Mym son las fyonteras de un conjunto de números 
= = 
positivos; w y m? son las fronteras superior e 


inferior del conjunto formado por la raiz aitmética n é- 
sima de los colementos de dicho conjuntos 


CAPITULO TII 


em 


SUCESIONES. 


(Funciones de una variable entera) 


19.--Definición: Si a cada entero positivo n= 1,2330». 
...3 Nze... Se hace corresponder un nú 
mero ap,el conjunto: 


fan} z a 3 8) y E Y) "00. ....fp anə e.s.. 


se llama sucesión. De modo que entendemos por sucesión 
un conjunto infinito nunerable de números reales. 


Así por ejemplo son sucesiones: 


2 2 e hs 2 Y) 11. ....ornos n + J y 90o noo 
1 2 3 4 n 
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y 00... y 1 3. 0..0.0 


sl l 
L 


E l 


D0; sea + oa A 


20.- limites de sucesiones.- Precisaremos aquí para este 

: tipo especial de conjunto, 
las definiciones sobre lfmites de conjuntos de nfímeros que 
ya dimos en el capítulo precedente. Tales definiciones 
fueron dadas para conjuntos infinitos acotados. Se demos- 
tró que un conjunto infinito acotado superior e inferior= 
mente tiene un punto de acumulación mayor y otro menor que 
todos los que pudiera tener dicho «conjunto. Estos puntos 
que designanos con 4 y B respectivamente los llamamos por 
definición línite inferior y límite superior del conjunto 
la =at T B = Iin Ĉĉ). Además cuando ocurría que 
a=3 e número común lo llamamos simplemente lfmite del 
conjuntos 


Definición: 

Sea [ag] una sucesión acotada superior e infe- 
riormente, sean O yB el menor y el mayor punto de acumula 
ción respectivamente; ; a recibe el nombre de límite inferior 
de la sucesión y f el de límite superior: 


lím ay = "a y lín ap = $ 


si ocurre que: 


gr, Y 


lín ay = lfm ap= a 


éste número común 2 se llame simplemente límite de la su 
seción poniéndose: 
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lím åp = 


He aquí algunas sucesiones que nos muestran las 
diferentes situaciones que pueden presenterse en cuanto a 
sus límites se refiere; 


5 =2, 1% -14 il -l Ł, 14 gen ..ooo 


Sy n 1 
a= (Dairi 2 a 


en este caso se tiene q = -l y B=+*1 


A a 


aquí impropiamente hablando a = = œ y B=+o0 
OS 
2 nl ) PRA $ 4, $ hs re.o.o.s.. 


aquí se tiene a=0 y Bes 


ay 


an=- 5 5-5 m2, 73 —h, T5 -6 ce.oncoos 
aquí Q= æo y g=0 
ay = n? 5 Es iy Ls l, ce..É«.. 


Sucesiones =.73 ~ 


donde se verifica: A EaR 


Demostraremos ahora un teoreña que nos permitirá 
dar a esta definición otra forma más usual y al mismo tiem 
po más cómoda para desarrollar numerosas e importantes pro 
piedades de las sucesiones, 


Teorema 36 : La condición necesaria y suficiente para que 
una sucesión fan} tenga un límite 4 es que, 


dando arbitrariamente un número € > O, exista un entero N, 
-dependiente de E, vel que: - 


la, majce para todo n>N 


A 


De. 
Comenzaremos demostrando que siqa = 8 = a de- 
be verificarse ques 


la - al <€ para todo n> N 


o sea que la condición es necesaria. En efecto si a=fB=2, 
tomando arbitrariamente unt>0, se tendrá a lo más un núme 
ro finito de elementos de |an} tales ques 


An? B +E =89 +E 


y también a lo más. un mínero finito de elementos de fan] 
tales que: 


a = ZE 
„aa € a: 


de aquí oue para un número infinito de a, se tiene: 
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a~E L MIB +E para n>N 
o ses: 


a= £<a< à +E paran> N 


o finalmente: 
fa, a <€ con tal que n>N 


Recíprocamente haremos ver ahora que la condi- 
ción es suficiente o sea que si Jan -aj<t para todo 
n> N debe verificarse que: 


Si la -4l<£€ paran> N o lo que es lo mis- 
mo si A-¿X 2< êp +€ para n> N, ocurre que 8m<a ~g 


a lo más para un número finito de a; de modo que a=a 


De la desigualdad precedente se desprende tam- 
bién que:- an > a ~E para un número infinito de a, y por 
lo tantó a >a'r£ alo más pera un número finito de a, 


De ahi ques. a = B y por consiguiente: AU =P =a 


De acuerdo con este teorema recién demostrado po- 
demos enunciar la definición de límite de una sucesión del 
siguiente modo: 


Definición: E : 
Se dice que una sucesión [an] tiene un límite 
a cuando n crece indefinidamente, si dado un número arbi- 
trario E >0 existe un número entero positivo N, depen- 
diente de €, tal que para todo: 


5 ~ 


— 
A Eua, o od 


Sucesiones 


n>N se verifica que fan = al< € 


Cuantio un sucesión tiene límite se dice que ella 
es convergentes Particularmente si a=0 se dice de la 
sucesión fa | que es una sucesión nula. Como un ejemplo de 
tal sucesión se tiene la siguiente: 


dl 1 
Le 2 , 32 vd.0...9..-7 n y aooe 
pues si se toma un E> O arbitrario, ocurre que Ł <È pa 
n 
ra todo n>N con N>z, 

Cuando una sucesión [a,] no tiene un límite ú- 
nico finito hay varias posibilidades que puedan ser 'consi- 
deradas: 

Si los términos de la sucesión tienen la propie 


ded, que por grande que sea un número G que se tome, se 
puede encontrar un número entero N tal que: 


an> G para todo n>N 


se dice cue ella diverge o bien que converge a infinito 
lo que debe comprenderse bien equivale a decir que no con- 
verge. Simbólicamente se expresa esto poniendo: 


ân — m cuando n —» 0 


o bien: 


Sucesiones - 76 =- 


lím a, * wm 
n — 00 


Similarmente si se puede encontrar un entero N 
tal que: 


Ay < - G para todo n> N 


la sucesión Ln también se dice divergente. En lês dos 
clases precedentes la sucesión es divergente, pero en un 
caso diverge hacia + œ y en el otro hacia = ®. 


Como ejemplos de tales sucesiones podemos citar: 
an FR 3 1, 2, 35 e.o....oy Ny s....o 
y > -n; -l, -23 -3, seseep “Iy eose 


Cuando no existe el límite único a, la sucesión 
también se dice divergentes 


21.- Teoremas sobre límites,- Los teoremas que veremos a 
continuación nos. muestran 

algunas de las propiedades elementales más importantes de 

Las sucesiones convergentes. 

Teorema 37 


Toda sucesión convergente es acotada, 


De 
En efecto puesto que la sucesión tiene límite, 
dado un número £>0, existe un N tal que para n> N, se 
tiene: 


Sucesiones à = pe 


a=e<a< ate 


siendo a el límite de la sucesión, Se vé pués que a par 
.. s 7 z E i . O E 

tir dẹ cierto rango los términos de la sucesión quzdan com 
prendidos entre a= € y a +y como fuera de este inter 
valo hay a lo més un número finito de elementos de ella, 
siempre será posible encontrar una cota inferior y otra 
superior que comprenda todos los términos de la' sucesión. 


Teorema 38 Toda sucesión convergente tiene un límite so. 
laméntes 


55 


De 
4 z2 z 3 P o os 
Supongamos que la súcesión [anj tenga dos līmi 


tes ay a'; entonces para cualquier E> 0 que se tome exis 
tirá un N tal que si n>N 


O CS 


¿hora: 


la = al = Kane asta f< jan - 2] + 12- a, | 


es decir: 


la - afg € 


t 


y puesto que € es arbitrario resulta que a = al 
Teorema 39, Si líma, “a p entonces lfm feaj = la] 


~ D. 
Puesto que [a] tiene un límite &, dado un 


Sucesione - 18 - 
€ >0, existe m N tal que: 
jan — a1<€ para todo n>N 


pero: 
lani= ¡al< jan - al 


luego: 
llan! - ¡al <E para todo n >N 


Teorema 40,” 
Si lím aņ = a, entonces lim kay = ka 


D.- . 
En efecto tomando un € >0, puede por hipótesis 
determinarse un entero positivo N tal que: 


lan - al< 7i para n>N 
de donde; 
[kan =~ kal <£ para n>N 
o sea: 
lfm ka = ka 
n 
Corolario:' 


Si los términos de una sucesión nula [An] se multi 


plican por los correspondientes de una sucesión convergen- 
te [bn], la sucesión resultante fanbn]tanbién es sucesión nu 


la. 


Teorema L1.- 
Si líma] =a y límap=a ya partir 


Sucesiones = IA 


de cierto rango Ny la sucesión 2, es tal que: 
e, < aa< an para todo n> N 
resulta entonces que lín & = a 
De 
Por hipótesis dado un €> 0 arbitrario, existe, 


un número entero Ny tal que: 


lei - al <e para todo n>N 


y otro Na tal que: 


Me 
lan al<e para todo n>N, 
> bien: 
a =e<al< ate para n >M 
a =f<a¡<at+€ para n> Ns 


luego teniendo en cuenta que a partir desde un entero Nọ 
se tiene: í 


a!la <a" 
n n n 


resulta: 


art<an< ar para todo n> que el mayor 
de los N¿ es decir i 


Sucesiones : A = De 


fan = 8I <E con n> N 


o sea: 


lím 8, =2 


Teorema 42° Si ay converge hacia a y [bp] converge 
hacia b, entonces [ay + bm] converge hacia 


a= be 
D. 
Por hipótesis dado un E> 0 , existen N} y No 
tales que: 
€ 
pan =al < 3 para todo n>N 
[bp = bl < 5 para todo n X N3 


Ahora por otra parte se tiene: 
(an * n) = la +b) = (ap - a) + (bp =b) 


luego: 


y para n> Ny, N2 se tendrá: 


Kan + dy) (a+ o)1< +3 


Sucesiones f , =- 8l ~ 


Saamme ra a Ea R e a e p a a A 


Kan + bn) - (a + bKe para n> N 


es decir: 


lín (an + bn) = a+b 


Teorema 43% Si fan] converge hacia a y [bn] converge 


haco hacia b, entonces [2n*bn] converge hacia ab. 
D. 
Tenemos: 
ab = apbn = alb - bn) + byla - an) 
de donde: 


tab — anbnį< tal+fb ~ bn} * foni+fa - an] 
Pero puesto ques [bn] converge hacia b, ocurre que: 
fb = bp< =5 para n> N) 
2a 
y como hewos demostrado que toda sucesión convergente es 
acotada se tiene también: 


b,< B. 


y finalmente como: an converge hacia a, se tiene: 


Sucesiones - 82 = 


maem anne: 


. € 
la — anj< 75 para todo n > Ns 


y tomando n suficientemente grande resultas: 


€ € 
EN ! AA 
lab anbnizZ a z +B 75 


o sea: 


landn = ab <E para n>N 


lo que demuestra el teorema: 


Teorema 44% Si [an] converge hacia a y [bn] converge a 


b ž 0, entonces: El converge hacia > 


D, 
Tenemos: 


_ ên a An Pa _ (abn ~ ab) + (ab = amb) 


a 
b” bn bbn bbn 
o sea: 
a ên. enb) 2-3 
bo in bb, bn 
de donde: 


Sucesiones $ ; - 83 - 


- Sea shora H un número tal que: O<H< bz en 


tonces. de acuerdo con los teoremas ya derostrados late 
un N tal que: 


y también tomado un £>0 existen N2 y N3 tales quei 


|b = by ¡< Brie para n> Ns 
la - ap} he para n> M 


y' por consiguiénte para un N suficientemente grande se 
tiene: 


ETE a R bH e+ HE 
a C EE Da H, 
es decir: 
a 
E-Eke para todo n>N 


que es lo que se podría demostrar. 


Corolario: 


Si líman”=añO0, entonces Mm z = ł 


Teorema 45° Le condición necesaria y suficiente para la 


Sucesiones ~ 24 — 
convergencia de una sucesión [Fn] es que para todo núme 
ro arbitrario £> 0 exista un entero N, tal que: 


| än = an+p] <E para todo n >N 


siendo p un entero positivo 
De 
Comenzaremos haciendo ver que la condición es 


necesaria, en efecto si ap tiende hacia un límite a pa- 
ta todo n> N se tiene: 


lanma y fp al< 5 


Ahora como: 
|an - a + a- anrpiS | in - al +la - an+p 
resulta: 
lan - an+p|< € 
Probaremos ahora que la condición es suficiente 
o sea que si 


|an = an+p|<€ para todo p>0 en- 
teros 


debe verificarse que existe a =fB= a , único punto de a= 
cumulación del conjunto fan]. 


De la desigualdad precedente se desprende inme- 
diatamente que el conjunto ay es acotado y por consiguien 
te de acuerdo con el teorema de Balzano-Meierstres existen 
a lo menos dos puntos de acumulación % y B. Nosotros demos- 


Sucesiones E : -~ 86 ~ 


27+] > An para todo n, ella se dice por definición su- 


cesión monótona creciente; si contrariamente, para todo 
n ocurre.que. ap+] S ên la sucesión se llama monótona de 


creciente, Si en las desigualdades precedentes se suprime 


el signo de igualdad las sucesiones pasan a llamarse ese 
trictamente monótonas creciente y decreciente respectiva 
mente e 


Teorema 146%, 


Toda sucesión monotona creciente acotada supe 
riormente es convergente, 


De 

Puesto que la sucesión [an] es acotada supe= 
riormente ella tendrá una frontera supérior Me Tomemos 
un ¿>0 arbitrario y un elemento an >M =€, como sola- 
mente hay un número finito de elementos de la sucesión 
menores que any resulta que debe haber una infinidad de 
elementos de ella encerrados entre M ~E yM, luego M 
es punto de acumulación de la sucesión y por ser único, es 
el límite de ellae. 


De manera análoga se demuestra el siguiente teo 


rema: 
Teorema. 47° 


Toda sucesión monótona- decreciente acotada in 
feriormente es convergente, 


23,- El número ez Para definir este importante número, ha 
remos un estudio de la sucesión: 


Desarrollando ay de acuerdo. con la fórmula del 
binomio se tienes 


Sucesiones s ERTES 


O aanl șa E nnl) , 1 n1) (n»2 
n) E a A 
..... Dt términos 
n 
l= lfi Likt hAlan 
(+2) 1+1+2(1 E | j+ A 
+... Dl términos 
luego 
r n ' TER 
1 L 1 1 
GRRE SSN 6o...ee.n... Fal 


n 
L lL+1l ) L 
(2 +1 A a SE 


y con mayor razón 


(1 + 1)<1 +1 +11 Pa PA a a 
n 2 2 


o sea: 


Esto nos muestra que la sucesión que nos preocu 
pa es acotada superiormente, si logramos demostrar que e 
lla es una sucesión creciente podemos asegurar que ella 


Sucesiones E Me - 38 ~ 


tiene un límite finito, numéricamente inferior a tres. 


Sea entonces m>n, o sea BL >1, de acuerdo con 
n ; 


(1 +a)>1 + na para n>1 
se tiene 
m 
n 
(2 + 1) Sia ld 
m n m 
o sea 
m 
n 
E a 
m+ n 
y luego 


y cóms m>n, queda demostrado que la sucesión es crecien= 


n 
tec. De aquí entonces que la sucesión (1 2) es conver- 


gente y el número hacia el cual converge lo designaremos 
con la letra €, asf el "número e" queda definido por 


n 
265 (2 + y =e 
aro n 


lfs adelante tendremos oportunidad de demostrar 


Sucesiones ~ = 


gue este número no es racional y que sus primeras cifras 
son e=2 A NÓ 


S 


2h. Ejercicios os Conecluiremos este estudio 

de las sucesiones viendo a 
manera de ejercicios algunos teoremas que prestan gran u 
tilidad en la resolución de varias cuestiones tocantes a 
este temas 


4 


a). 
Sea (ap] una sucesión de términos positivos 
: b 
que converge hacia a>0, entonces la sucesión | log an 


a >: 
converge hacia log €. 


Para establecer este teorema es suficiente, de 
acuerdo con la definición de límite, demostrar que a par 
tir de cierto n>N se verifica que 


b b 
-€ < log dy =- log a<€ 
Si suponemos para fijar ideas que b>l, en- 


tonces Y >1 y yl y como lim a = 1, existirá un 
N a partir del cual se tendrå 


de donde 
et blog an ~ bing a <€ 


o sea 


Sucesiones - O - 


¡Plog an - blog al <E para n>N i 


a ATS: 

a jan j y [Pn j son sucesiones que tien- 
den a infinito si la sucesión [bn] es estrictamente mo- 
nótona treciente se verifica que: 


lfm ĉn lfm Pnr1 > ĉn 
bn Barl ~ Pa 


siempre que el límite del segundo miembro exista o sea 
infinitos 


Supongamos primeramente que (ap+] = ap)/ (ba +1 =p) 


tienda a un límite finito , En tal caso existirá un erw- 
tero N tal que si n>? N. i 


o sea 
an+] =` ' 
ntl = an <I+e 
Pn 
y teniendo en cuenta que bp] ~ Pn >? O, resulta: 


(1 € (bns p< anel = an< (bne ~ Pn) (1 +E) 


Ahora reemplazando en esta desigualdad n sucesivamen= 
te POr: n+l 3 n+2 Y.000orpo.os n+p-1 y Se obtienes 


Sucesiones - 2 - 
(1 = €) (bnez ~ bn+1)< apep ~ 2n+1< (bn+2 ~ Dp+1)(1+8) 


(1 = E)(bn+3 = bn+2)< anig = an+2< (bn+3 — by+2)(1+E) 


(1-€) (bn+p E by+p=1)< “n+p En dy+p-1< (Darp Bp+p=1)(1+€) 


y sumando quedas 


(1-8) (bnsp ~ Bn)< anep - an< (bnsp = bp) (1 + E) 


y luego 
bal 2n+p an 
1 -oip R <1- (1+6) 
> Carp) Bp+p bn+p barp 
de donde 
Pad _ tn tmp. En 4 ==) 
1-E)(1- gm EE < ep ] (1 +E 
( A Doro $ po Bap Do Dn+p (1 +e) 


dejemos ahora n fijo, y hagamos tender n+p a infinito, 
entonces puesto que bp+p tiende a infinito, se tendrá» 


1-2 < XI <1 + 2e 
bm 


siendo ntp = m>N, 


Sucesiones =æ 92 - 


- Supongamos ahora que 1 sea infinito, entonces 
siendo G> 0 un nfmero arbitrario se tendrás 


an+p = ên 
pame > G pera n>N > 
dn+p o Bn 1 
o sea: 
inip = n? G (bn+p - bn) 
y luego 


p aL ( E a) 
F e 1 Eo 


[j 


dejemos ahora n fijo y hagamos tender ntp a infinito, 
entonces 


m= > G wE para m = n+p >Na 
cl). 


Sea la sucesión [ay] cuyo límite finito o in 
finito es a Se pide demostrar que la sucesión 


£ e a E 


converge al mismo lfrite. 
Tomemos las sucesiones auxiliares: 


ün = al + a2 + a3 Y essase + ên y Yn =n 


Sucesiones =_93 -~ 


entonces de acuerdo con el ejercicio anterior se tiene: 


lfm naim mlo *n 


Yn Varl 7 Yn 
o sea” 
altas + oooroes tan P én+] o 
is A A E e 


d)e- 
Sea [8n] una sucesión de términos convergente 
a un límite a>0 (finito o nó), Se pide demostrar que 
Faar a a a : ONE 
la sucesión ¡by]= Hage 22 »...... Ay tiende al mismo Hmi 


te.. 


. Para demostrar este teorema consideremos la su- 
cesión auxiliar in = log ap con base mayor que unos 


De acuerdo con el ejercicio anteridr se tiene entonces: 


log az + log a2 + soroso telog 
Ifni > = lfm log ay = 


log âe 


pero como 


log a] + log ap + son... + loga 
INE ANA IA ES 
$ n 


resulta 


lfm log Sfearre2 m.a... 3, = loga 


Sucesiones = 94 = 


ln Y/a1*22 pra 


de donde 


e) 


a 
, Sea [8] una sucesión de números positivos, 


` tal que lfm = =£ž#ž0, finito o nô, entonces 


lín Yans La 


En efecto, se tiene: 


n >» 2/an nl âz al 

a a 

luego 

lfm Ma = lfm . AN Ls lim —L = A 
Yên loa n2 “qui “ql 


De este teorema se desprende inmediatamente que: 


lín Mn = 1 y | 1mYn=+0 
f). 
- Demostrar la convergencia y caleular el lfmi 
te de la sucesión <= ccona= 1 i 
a a 


los primeros términos de la sucesión son: 
” 
al, a” $ par” 5 NE He z s Números comprendi 


das entre 3 y l.. Demostremos que esta propiedad es gene- 


Sucesiones = 95 ~ 


ral, supongamos entonces > < ap< 1, resulta que: 


2 1 
3 C antl Ia S 


Formemos la diferencia entre dos términos con- 
secutivos, se encuentras, 


E E a 2 A o en 
A ea a (Itan) (I*an=l) 


ahora como según se demuestrá, An] ên SON mayores que 
E resulta. : 


|ant] = anf <È |an = 2-1 


pen = da S_n sy 
Y AUIL Una leerla ICHIGA 


|an = ana |< Ë [201 = an2] 


[20-21 = 2-2 |< 5 | 80.2 - an-3| 


|a .. a2| es laz -~ a1] 


de donde multiplicando miembro a miembro resulta: 


Sucesiones i is 9% e 


ls an 1 <(4) laz - a| 


y como para un n conveniente, el segundo miembro de es 
ta desigualdad puede ser menor que cualquier número arbi= 
trario, queda demostrada la convergencia de la sucesión. 
Si designemos con a su límite, del término general se 
deduce que: 


1 
a E 
l+a 
de donde 

am CEEL ya que debe ser a >0, 
8). 

Demostrar la convergencia de la sucesión 

4ni e 
1 
a 


Se vé inmediatamente que la sucesión es acotada infe- 
riormente ya que todos sus términos son positivos. Demos 
traremos ahora que ella es monótona decreciente, pues: 


1 


T2 


a ntl n 
A ntl (n+11)J e z> n < e - <1 
sn pr t a? w 

na 


de aquí entonces que la sucesión tiene un lfmite finito 
> 0. Posteriormente veremos que este límite vale /21 
(fórmula de Wallis) por lo tanto se tiene: 


Sucesiones 2 


J2inen te ®t > E 1 n 

AI AA a 42T; lín 2 FA 
ni nis 
n 2 


e Se _ AN 
lo que nos indica que pare un n grande n] + /2m ne 


25° Ejercicios propuestos: 


1,- Demostrar la convergencia de las sucesiones: 


7 


O A S 
n 


da = 
Ca z 
n 

z n+l) 
dn ni 
8 = 1 + 2 + + e... + n 
n n2 
f 122243 RS n? 
n 


pücesiones n e e a E RA 
19+2P+ Pa d6sn.... + nP 
En + IAE 


pp+l 


A A a id 


192 P + Que sen + nP 


i n 
Looe o >0 
F nP p*l B 
pg 
Ín == qa 
Y 


kna È A/(ar1)(a+2) enese (nn) 


A E 


n 
1 l 2 
Mn = e AN rm 
nl Yn*+*2 Ynn 
¡EN n 
+ + 


Sucesiones O. 


e 


arb)? P p p i 
ae (arb)+(ar2b) t... ss. Han) y 
2 , atnb)> _ nb ; a, b, p>0 


np pti > 


r SA 
n 3 2eleb .... 2n 


(re 


E E 
vV. 1 3*7 7 + soooo.t 2n-1 


3. Si. fan] es sucesión convergente hacia aş con 


gn >0, demostrar que jan] converge hacia a? 


Sucesiones l = 100 = 


y 


be” Si jan] tiende hacia a y [b,] hacia b, de- 
mostrar que ap” | tiende hacia a“. 


5.- Si ia j es sueesión nula, demostrar que 


bat ~l es también sucesión nula; b> 0. 


6.— Sea [ap] una sucesión nula con a, > -l; 
demostrar que la sucesión [L(1+a,)] tam 
bién es sucesión nula. i : 


Tan oE ana" anton) Y bwl © V8n+1 Pn 

con an> 0 y bp >0 demostrar que ambas 
sucesiones son monótonas y tienden hacia el mismo límite, 
8s- Si [8n] converge hacia a y [bp] hacia b, 


demostrar que las sucesiones: 


az]b]+taobo + ETER) + an a1b,+*a2bn] +. ac. +anb1] 
y 
n n 


tiende hacia ab. 


a 
1+an-1 
raíz positiva de la ecuación: x“tx=a = O. 


9.- La sucesión ay = 


tiende hacia la 


10,-- Determinar el límite de la sutesión 


at yat jat as.. 


ap * 


Sucesiones 


mas 


(Ear 15 
11,- Determinar el límite de an = | EIA 


12.- Estudiar la sucesión unla) = ya] con 
a>0 y diferente de le 


13, Demostrar la divergencia de la sucesión 


| 1 EY . 1 
n=! Ga (2? e.s... (n1) 


ntl 
Vie Demostrar la convergencia de las sucesiones 


y = [íara) (n+b) - n] 


1 1 7 
= epe + US A 
Bn Y n*“+1 1n*+2 da +2n+1 
-La 
ĉn n 


= 


Sucesiones 102% 
= eos na 
En | A 
An = os Si cos L cor... cos 


22 2n 


` 


15.- Calcular el valor aproximado de 50) . 


- 000 — 


APITULO W, 
A A — 


EA 


FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL. 


26.- Definiciones.- Habiendo dado dos variables x e y 

se dice que ellas son funciones, una 
de la otra, si se establece una correspondencia biunl- 
voca cualquiera entre los dominios de dichas variables, 
Dicho ¿e otro modo: si x es una variable cuyo dominio 
es D, se dice que y es función de x en ese dominio cuan 
do a todo número x de D se hace corresponder un número 
real y, y solamente uno. 


Cómo se vé esta definición no indica nada 
sobre la ley de coordinación entre los valores de x e y; 
ella se acostumbra a designar del modo más general por 
la notación: 


y= f(x) 


La ley de coordinación expresada por la carae 
terística f, puede establecerse de cuantos modos se quie 
ra y ella puede ser todo lo arbitraria que se desee.De 
equí entonces que no debe ceerse que el concepto de fun 
ción sóio se aplique a quellas variables x e y cuya co 
rrespondencia puede expresarse por una formula analfti- 
ca, el concepto es mucho menos amplio aún. 


Una función tal como ha sido definida la Ua- 
maremos uniforme con el deseo de insistir en el hecho 
que a cada valor de x corresponde: uno y solamente uno 
de y. De acuerdo con este concepto la expresión y2= x2+1 


Funciones de una variable real.- A 104 - 


definirá para nosotros dos funciones de x que serán 
y=* 1 +1 e y=-Vvé+l. 


Las funciones expresables por medio de símbo= 
los matemáticos operacionales se clasifican en explíci- 
tas e implícitas según que la relación operacional, entre 
las variables x e y esté dada por una ecuación resuelta 
o nó respecto de una de las variables, 


27.- Funciones crecientes, decrecientes e inversase” - Se 

A E 
ce que una función y = f(x) definida en un intervalo 
(a,b) es crecicnte en este intervalo si, siendo Xy Y X2 
dos números cualesquiera de el, la razón 


f(x) - fea) 


cer 


KAAT 


es positiva. Anglogamente se dice que una función f(x) 
definida en un intervalo (a,b) es decreciente en este in 
tervalo si, siendo Xy y X% dos números cualesquiera de. 
él, la razón 


Ela) a 
Xp = Xx 
es negativa. 


De las precedentes definiciones se desprenden 
inmediatamente los resultados siguientes: 


Si a es una constante, la función p(x)= f(x) 
+a es creciente o desreciente según lo. sea f(x). 


Si a es una constante la función p(x)= a f(x) 
es creciente o decróciente lo mismo que f(x) siempre 
que a >0; pero si a<0 ella será decreciente o 
creciente según f(x) sea creciente o decreciente. 


Funciones de _una variable real.- -=105.- 


Si f(x) y, fa(x) son dos funciones simulta- 
neamente creciéntes o decrecientes, la función p(x) = 
£, (x) + folx) es también creciente o decrecientes. 


Si f(x) y fa (x) son dos funciones positi- 
vas y simltancamente crecientes o decrecientes, la fun= 
ción Ọ(x)= t1 (x)° f(x) es también creciente o desre 
ciente. 


Precisemos ahora lo que entenderemos por fun= 
ción inversa de una función dada, Sea la función y= f(x) 
definida en el dominio D,, designémos con Dy el dominio 
Ge la función y, 


El simbolismo y = f(x) nos indica que a cada 
valor x del dominio D; corresponde uno y solamente un 
número y del conjunto Dy y como esta correspondencia 
biunivoca establecida entre los conjuntos Dx y Dy impli 
ca la existencia? de una correspondencia biunívoca entre 
los nímeros de los conjuntos Dy y D, vemos que x podemos 
definirla como una función de y en el dorinio Dya esta 
función que designaremos por el simbolismo x= iy) la 
llamaremos función inversa de la función y= f(x) 


e 


Se puede comprender sin dificultad que si = 
f(x) es una función uniforme y creciente (dsorecionte)! 
en un. intervalo (apb) entonces, siendo (c,d) el interva 
lo de variación de y, existe en (c,d) la función x=4(5) 
también uniforme y creciente (decreciente). 


A La existencia y uniformidad de la función in. 
versa es indudeble pues ella está implicada, como lo he 
mos visto, en la existencia misma de la función diresta 
y = f(x), Resta entonces solamente demostrar que ella 
es creciente (decreciente), Supongamos que x= g(y) no 
sea creciente, entonces para un par de valores Y1 e y2 
tales que ` 


Y1< Ya. 
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se tendrå 
x42 


Ahora no puede ser x, = X, pues entonces yy” 
Ya, ni tampoco puede ser x]>xX2 pues siendo f(x) cre- 
cliente se tendrá y > Yo lo que es contrario a la hipó- 
tesis. Así x= EY) es eS creciente 


28.- Funciones pares, impares Y periódicas.- Sea f(x) u 
na función 


definida en un cierto dominio D. Supongamos que este do 
minio sea tal que si x es un punto de él, (x) también 
lo sea. Podrá ocurrir entonces que para todo punto x del 
dominio D se tenga: 


£() = f(-x) 


en tal caso, nosotros diremos por definición,que la fun 
ción f(x) es par. Si por el contrario, se tiene: 


(x) = -£(x) 


la función se dirá impar, Las funciones f(x) = cosx , 
. f(x) = x2 son funciones pares; las funciones f(x)=senx, 
f(x) = x2 son funciones impares. 


Diremos que una función f(x), definida en un 
dominio D tal que si x es punto de él, x= ma (m= +1, 
t2j3s0.....) también lo es,es función periódica si: 


f(x) = f(x + a) con aXfO 
La cantidad a se” llama período de la función, 
Se _Puede ver sin dificultad, de acuerdo con esta defini, 
ción, que si f(x) tiene como período a, también admite 
como periodo ma; en efecto: 


f(x + 2a) = f[(x + a) + a] = f(x + a) = f(x) 


> 
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UI E NSA 


similarmente se puede demostrar que 3a,48,523.....2tc0. 
son períodos. Además; 


f(x) = f[(x =- a) + a] = f(x- 8) 


lo que nos indica que si a es periodo, también lo es (=3) 
I pan consi eli enbe Caa) p 2a) cte 
y por consiguisiTuS (40) 17/30... oocude 


Si todos los períodos que f(x) admite son mél- 
tinlos de un cierto período a, este se dice periodo prie 
mitivo de f(x) o simplemente período de f(x). 4 


Las funciones senx, cosx son funciones periódi 
cas de periodo 2, la función tgx es periódica de perio 
do T. 


Teorema 48 . 


si las funciones f(x) y f(x) admiten como 
período a, las funciones $ 


f- (x) 
f- f(x PES ES Lo ; 
100 1 f(x) 5 f(x) 2 ; En) con f(x) FO 
también admiten el período a. 


D.- La 
Sea F(x) = £, (x) + folx) 


entonces: 
F(x + a) = £, (x + a) + fo(x + a) = f(x) + £2(x)=F (x) 
Análogamente se demuestran los casos restantes. 


Teorema 19_.- 
Si el periodo de la Función f(x) es a el pe 


riodo de f(kx) es A conkž 0O. 
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De- 3 
Sea F(x) = f(kx), designando por b el pe= 
riodo de Y (x) tenemos: 


P(x + b) = P(x) 
o bien 
£ [x(x + b)] = f(x) 


pongamos kx * u, entonces: 


f(u + bk) = f(u) 


lo que nos indica que el período de f(x) es kb, pero cg 
mo por hipótesis tal período es 2, resuita: 


kb = ma (m,número entero) 


de donde: 


así pues a es el período primitivo de la función Y (x) 


es decir de f(x). 


Observación: . 

Respecto de los teoremas recién demostrados, 
es necesario tener presente que si a es el período de 
f(x) y de fo(x), no cabe inferirse que las funciones: 


X a 
tienen el mismo período primitivo; por lo general tal pe 
ríodo es otro, Indicaremos algunos ejemplos como ilustra 
ción. 


1*.- Las funciones f(x) = 2senx y fo(x)=cosx, 
iten el periodo 21 ¿La función: 
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1, (0) .fo(x) = sen2x 
admite como período primitivo Y. 


2%;- Las funciones f(x) = senx y f(x) = 
cosx% admiten el periodo 2. La función: 


f(x) _ senx E 
ER cosx 


tiene TT como período primitivo. 
4 


29.- Funciones algebraicas trascendentales .- Veremos 

ahora 
para concluir con este grupo de definiciones,que debe 
entenderse por: función racional entera, función racio 
nal, función irracional, funciones algebraicas y fun- 
ciones trascendentales, 


Una función racional entera no es otra cosa 
que un polinomio: 


P(x) = y = ao +t ajx + a + oo... .q., e a a 0 


donde los a, son constantes y n un entero positivo o 
cero. 


Una función racional fraccioneria,o simple- 
mente función rarional es el cuociente de dos polino- 
mios y donde el numerador no es divisible por el deno- 
minador, Su forma general es: 


a, + ax E 
Se e 


Esta expresión envuelve la división por ce- 
ro para todos los valores de x que anulan el denomina 
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dor. Será necesario entonces que en el dominio de de- 
finición de ella, se eceptuen tales puntos. Combiene 
observar a este respecto que la función racional ente 
ra está definida para todos los valores de la varia- 
ble.. 


Si en la función interviene alguna raíz,que 
dando la variable x como cantidad subradical, la fun- 
ción se dice irracional, 


Diremos que y es una función algebraica de 
x cuando ella es solución de una ecuación del tipo: 


”, py ds payo? OS R y +R=0 


a 
donde n es entero positivo y los R¿ son funciones ra- 
cionales de x. Evidentemente de acuerdo con lo dicho, 
no se incluirá en el dominio de definición de la fun- 
ción los puntos en los cuales algún denominador de 
los Ri se anula, 


Es claro que la ecuación precedente puede 
ponerse también en la forma: 


n=l 60... = 
Poy" ES Py i MAg Pa E 


donde los P, son polinomios en x; de aquí que esta e- 
ecuación puede servir también para la definición de 
las funciones algebraicas, Las funciones algebraicas 
incluyen las funciones racionales enteras y las fun- 
ciones racionales fraccionarias. 


Todas las funciones que no sean algebraicas, 
si existen, las llamaremos funciones trascendentales, 
4 
Teorema 50 .- 
Las funciones periódicas son trascenden=- 
tales, 
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Sea f(x) una función periódica de período 
a, si suponemos que ella es algebraica, ella debe satis 
facer una ecuación de la forma: 


P (x) + Pla) + estee + Pa (x)y + P (x)=0 


así, tomando el valor particular x „s Se tendrá: 


-l 
P (Eo) Cg) +P ET a eee P OEC), 
+ P(x,) =0 
y si tomamos ahora x igual a: x + a; x, + 2ajc.cooete, 
puesto que la función es periódica de peříodo a se po= 
drá escribir: 


-l 
PQ (x,+ a)£” (x,) + P(x + ajf” (xo) A 
o... ....ca + Pr=1 0t af (x) + MER + a) To 
y ~l 
Po(x, + 28) (x) + Pb, + za Ho) yor... 
esee t Paoq (xy? 2a)f (x3) + Pax + 2a) = 0 
Así resulta pués que la ecuación en u: 


PD) + (ayer P (0) £(x,)+P,(1)= 0 


tiene infinitas soluciones; x., Xo ta X) t 2apeessosoo 
lo que es absurdo pues ella es ecuación ālgebraica de 
un cierto grado determinado (el grado mayor, de los gra 


dos de Pos Pq30s».«*«Pn) y por lo tanto tiene un número 
finito de soluciones, 
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De aquí que una función periódica no pudien= 
do ser algebraica es necesariamente trascendental. 


Observación,- 

Una función puede definirse de modo que e 
lla sea algebraica en un cierto intervalo y trascenden 
tal-en otro. Así por ejemplo la función: 


x para x> 3 
f(x) = 
senx para 0%x< 5 


es algebraica en el intervalo abierto G ,00) y traseen 
dental en el intervalo cenfado. (0,£). 


30.- Oscilación de una función.- Si el conjunto de los 

valores que toma una 
función f(x) definida en un intervalo (a,b) es acotado, 
entonces dicho conjunto tiene una frontera superior M y 
una frontera inferior m, La diferencia M-m se llema 
oscilación de la función en el intervalo (a,b). Si la 
función f(x) no es acotada en el intervalo (a,b) se sue 
le decir que su oscilación es infinita. 


Si designamos con D la oscilación, se tiene 
por definición: 


D=M-m 


La oscilación de una función es una cantidad escencial 
mente positiva, salvo el caso en que la función es cons 
tante en todo el intervalo de definición, pués en tal 
situación se tiene M m y por lo tanto la oscilación 
es nula, 


Teorema 51 ~ 
La oscilación de una función en un interva 
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De aquí que una función periódica no pudien= 
do ser algebraica es necesariamente trascendental. 


Observación,- 

Una función puede definirse de modo que e 
lla sea algebraica en un cierto intervalo y trascenden 
tal-en otro. Así por ejemplo la función: 


x para x> 3 
f(x) = 
senx para 0%x< 5 


es algebraica en el intervalo abierto G ,00) y traseen 
dental en el intervalo cenfado. (0,£). 


30.- Oscilación de una función.- Si el conjunto de los 

valores que toma una 
función f(x) definida en un intervalo (a,b) es acotado, 
entonces dicho conjunto tiene una frontera superior M y 
una frontera inferior m, La diferencia M-m se llema 
oscilación de la función en el intervalo (a,b). Si la 
función f(x) no es acotada en el intervalo (a,b) se sue 
le decir que su oscilación es infinita. 


Si designamos con D la oscilación, se tiene 
por definición: 


D=M-m 


La oscilación de una función es una cantidad escencial 
mente positiva, salvo el caso en que la función es cons 
tante en todo el intervalo de definición, pués en tal 
situación se tiene M m y por lo tanto la oscilación 
es nula, 


Teorema 51 ~ 
La oscilación de una función en un interva 
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lo dedo es la frontera superior del conjunto de los 
valores absolutos de las diferencias de velores que 
puede tomar la función para los diversos puntos de di 
cho intervalo. 


D,- 
Sean Y y X2 dos puntos cualesquiera del 
intervalo, tales que: 


de aquí resulta: 


Por otra parte si tomamos un € >0 arbitra- 
rio, se puede siempre determinar dos números Xy Y Xp 
de modo que: 


€ € 
f(x) > M = 3 y f(x) < mtg 


de donde: 


£(x1) - f(x) > D -€ 


Teorema 52 .- 

Sea M la frontera superior de la función 
f(x) definida en el intervalo cerrado (a,b), si este 
intervalo se divide en dos (apc) y (c,b) la frontera 
superior de f(x) será igual a M en uno de ellos y en 
el otro < M. 


Un teorema análogo puede enunciarse para la 
frontera inferior. 


D.- 
Sean My y Mo respectivamente las fronte- 
ras superiores de rtd en (a,c) y (b,c). Supongamos 
M > M ; de acuerdo con la definición de My la función 
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f(x) podrá tomar en (a,c) valores que defisren de 
en menos de Ê= My =- M, o sea mayores que M, esta con 
ducción es absurda luego no puede ser 14> M, 


Por otra parte si M y M, son inferiores a M, 
M, suponiendo “> M, en niñiguno de los intervalos 
a,c) y (c,b) 18 función superará a M, y por lo tanto 
ella no podrá tomar valores que difieran de M en menos 
de M- M =€ y por consiguiente M no podría ser 
frontera superior del conjunto f(x} en el intervalo 
abl. 


Fácilmente se comprende que este teorema se 
extiende a cualquier número finito de intervalos- en ġue 
se divida el intervalo (a,b). ' 


Este teorema puede emunciarse también dicien= 
do: Si M], Mo, ao...» 3M, son las fronteras superio- 
res de una función f(x) en n intervalos contigilos (ac), 
(07,07), (07,03) 3000 .oro(0, 7,b); la frontera superior” 
de f(x) en (2,8) es el mayor de los Mie 


Teorema _53_.- 

La oscilación de una función en una parte 
de un intervelo no puede ser mayor que su oscilación en 
el intervalo, 


D.- 
Sea -f(x) una función acotada en el interva 
lo cerrado (a,b), separemos este intervalo en dos (a,c 
y (c,b) siMym, My ym y My m, son las fronteras 
de f(x) en esos intervalos, se tiene? 


D=N-m 3 D =y- ; Da = M2 = m 
de las relaciones ya establecidas: 
M,<M y m m con i = 1,2. 


se sigue: M -m<NXM-m 
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o sea! 
< 
D; D 
3l.~ Encaje de intervalos,- Presentaremos ahora un a- 
sunto necesario para la 
demostración de algunas cuestiones referentes a las 
fronteras de funciones. 


Sea Ly, lo, Igor... «»«9Ip, una sucesión de 
intervalos tales que cada uno de ellos está contenido 
en el anterior y tales que sus longitudes 1; ,12,13,++ 
eosplp)oroo.. tiendan a cero cuando n tiende a infíni- 
toy -diremos que una tal sucesión constituye un encaje 
de intervalos. Veremos ahora que para toda sucesión 
de “esta naturaleza se verifica el teorema siguiente , 
conocido con el nombre de principio de encajes 


Teorema 24*.- 

Todo encaje de intervelos determina un 
punto € y sólo uno, perteneciente a todos los inter- 
valos y tal que cada vecindad de él está contenida en 
un número finito de ellos, 


De- 
? Sea 1, el intervalo (2,,bp), puesto que. 
Ta contiene a Ip+] se tiene: 
mÍ ael yo  bažbne 


luego: 


as a) < aí IS an L (EEES EJ 


db; 2 ba 203% +... o.qusosé zb, > 6. .... 


La, sucesión an] es monótona creciente y ca 
da término de ella es menor que by, de aquí entonces 
que fan} converge hacia un límite q <b]. 
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Similarmente la sucesión fbn es monótoma de 
creciente y cada término de ella es Ta que aq,lue= 
go [bn] - converge hacia un límite B> 


Si nosotros logramos demostrar que 0a=8 
tendremos probada la existencia de un punto único é 


De acuerdo con lo precedente tenemos: 


len - al<3 para n>N 


E 
[ba -B <; para n>N, 


además puesto que la longitud Ln tiende a cero cuando 
n tiende a infinito, será: 


[an = De |< 5 para >M 
“Ahora: i 
la- 8 |sjea- ay + an - pp * bp - 81 
de donde: 
la- 8 |< læ- at* lan - bni*lbn -8 
la-8 {<e para n>N s 


siendo N el mayor de los N1, No, Nge 


Pero puesto que A y B son independientes de 
n, resulta que a y B coinciden, o sea que existe el 
punto único ¿*=aq*=B, 


Se comprende también sin dificultad que se 
puede elegir un número positivo h, tal que la vecindad 
(E- hk, 5+ h) contenga estrictamente el intervalo In y 
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por consiguiente I+] , 1 . boo... .21c.5 además por 
nte. E 

pequeña que. se tome una cantidad h, existe un valor de n 

para el cual la longitud de 1, es lo suficientemente pe- 

queÑña para que 1, esté contenido en la vecindad (Eh, 

E+ h ). De aquí entonces que cada vecindad de E está 


contenida en un número finito de intervalos Ije 


Teorema _55_.- 


Dada uña función f(x) de frontera M en el 
intervalo cerrado (apb), existe en dicho*intervalo a lo 
menos un punto E, tal que en todo entorno de él la fron- 
tera superior de f(x) es también M. 


D,- E 

Dimidiemos el intervalo (a,b) por medio de 
un panto c}; Mserå entonces frontera superior de f(x) 
en uno al menas de los intervalos (a,cj), (07 ,b)a Supon= 
gamos que tal cosa ocurra en (a,c), dimidiando este in- 
tervalo por un punto ce), en uno aens de los interva= 
los (a,c), (c2301) tendrá f(x) al número M como fronte 
ra superior; sea por ejemplo en (c2,c7), dimidiando este 
intervalo y continuando así sucesivamente se obtiene un 
encaje de intervalosa 


(a,b) ; (21,01) $ Cogreg); renses e 


encaje que de acuerdo con el teorema precedente determi. 
na un número único ` ë. Este punto debido a su construc- 
ción misma gosa de la propiedad enunciada, 


Analogamente se puede demostrar el teorema sie 
guiente: i 


Teorema 56 .- 


Dada una función f(x) de frontera m en el in 
tervalo cerrado (a,b), existe en dicho intervalo a lo me 
nos un punto E tal que en todo entorno de él la fronte- 
ra inferior de f(x) es también m.- 
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Teorema 57 .- 


Consideremos un intervalo (a,b) y un conjun 
to infinito de segmentos (intervalos ) (I), tales que ca 
da punto del intervalo (a,b) pertenezca a alguno de es= 
tos segmentos del conjunto (1). Entonces siempre será 
posible recubrir el intervalo (a,b) mediante un número 
finito finito de segmentos 1! sacados del conjunto infi-' 
nito (1). (Teorema de Haine-Borel). 


D. 

Dividemos el conjunto de los números reales 
en dos clases A y B de acuerdo con el criterio siguiente: 
un número x pertenecerá a la clase A cuando x<a y tam 
bien cuando sea posible cubrir el intervalo (a, x),sien- 
do a<xs< b, por un conjunto finito de segmentos del 
conjunto I. El número x pertenecerá a la clase B cuando 
x > b y también cuando no sea posible cubrir los puntos 
del intervalo (a,x) por un número finito de segmentos del 
conjunto I. 


De acuerdo con esta clasificación se comprende 
sin dificultad que todo número real pertenece a alguna 
de las clases Ao B, que ambas clases no son vacías y fi 
nalmente que todo número de la clase A es menor que todo 
número de la clase B de aquí entonces quede acuerdo con 
el Teorema de Dedekink, ella definé un número real <= 
(A,B).- Nosotros afirmamos que & = b, en efecto suponga 
mos < b, entonces si Il, es un intervalo del conjun= 
to I que tiene a g , se tendrá que siendo E un punto 
interior de 1, habrá en 1, números de ambas clasessDe a=- 
quí que habrá un número finito de intervalos de I que cu 
bren los puntos de (a,x,) y si a ellos agregamos el seg- 
mento ly habrá un núnerd finito de intervalos de I que 
cubren los puntos de (A,xp), afirmación contraria a la 
hipótesis, de aquí que no pudiendo tampoco ser $> b se 
tendrá necesariamente que E = b. 


32.- Las funciones elementales. Se llama generalmente 
í funciones elementales a 


119 + 


Funciones de una variable real.- 


la función logaritmo ( logx), a la función exponencial 
(a£) y a las funciones trigonométricas. 


Nosotros hemos demostrado en el capítulo prime 
ro la existencia de la función Dlogx para todo número 
real x>0 siempre que b>0 sea diferente de uno.Igual 
cosa hicimos con la función a* cuya existencia y unici- 
dad quedó probada para todo x real siempre que a>0 fue 
ra diferente de unos En cuanto a las funciónes trigonomé 
tricas ellas se introducen en los cursos de trigonome” 
tría apoyándose totalmente en la intuición geométricasU- 
na definición puramente analítica de estas funciones im- 
plica la teoría de la integración y de las series infini 
tas, de aquí entonces la imposibilidad de una rigurosa 
presentación de las funciones circulares y sus inversas, 
a esta altura de nuestro curso donde aún no conocemos di 
chas teorías. Sin embargo con el propósito de enrique» 
cerlas aplicaciones de nuestro estudio, nosotros nos toe 
maremos el derecho de hacer uso de ellas, 


En todas las consideraciones que hagamos en lo 
sucesivo sobre las funciones circulares supondremos los 
ángulos medidos en radianes. 


Como se sabe las funciones circulares son pe 
riódicas de aquí que sus funciones inversas tengán una 
infinidad de valores para cada valor de la variable; así 
las funciones circulares ¿inversas son funciones multi- 
formes. Se puede sin embargo asociar esos valores de ma- 
nera que se defina una infinidad de funciones uniformes, 
diferentes entre ellas,tales funciones las llamaremos ra 
ma de la función considerada, 


s 
a = Aant 


Así por ejemplo la función y = arcsenx defi- 
nida en el intervalo cerrado (-1,1) es la función inver- 
sa de la función x= seny definida en el intervalo ce- 
rrado (- 1,1 ), pues a cada valor de x en el intervalo 
(-1,1) cofre$ponde un valor y solamente uno de y pertene 


ciente al intervalo (= 5 5 ) y vice-versa. Nosotros di 
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Femos que esta función así definida es una rama de la 
función arc senx, es su rama principal. En virtud de la 
periosidad de la función seno se comprende que la fun- 
ción y= arc senx tiene infinitas ramas. 


Las funciones circulares inversas pueden defi, 
nirse rigurosamente desde el punto de vista del Análi-" 
sis, tal como lo hace, por ejemplo, Hardy en su excelen 
te "Course of Pure Mathematics" comenzando con la fun- 
ción arc tgx , definida por: 


y * arc T 
o 

Nosotros emplearemos frecuentemente gráficos 
para resumir las propiedades de una función definida a=- 
nalfíticamente. La curva representativa de la función es 
en cierto modo una imagen suñaria de ella,incapasz por 
supuesto de indicar todo lo dada por su expresión analí 
tica, sin embargo esta imagen es muchas veces un medio 
poderoso, no solamente para.caracterizar una función da 
da, sino también para adquirir intuitivamente importan- - 
tes nociones sobre funciones en general. Á pesar de ser 
este un procedimiento nada riguroso, nosotros lo emplea 
remos, pero sólo como un recurso para aclarar algunos ` 
razonamientos demasiado abstractos, 


33.- Las funciones hiperbólicas.- Se llama funciones hi 
perbílicas a las fun= 


ciones: 
A 
R- dX xX -~X 
e =e e+e 
£ (x) a 2 EE 2 £o(x) g 2 
-X , x 0d 
e +e 
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2 2 
fs(x) = E E EEE 
5 EA 6 e E 


que llamaremos respectivamente: seno hiperbólico (senhx), 
coseno hiperbálico (coshx ), tangente hiperbólica (tehx), 
cotagente hiperbólica (cothx), cosecante hiperbólica (co 
sechx) y secante hiperbólica (sechx). Las funciones hi- 
perbólicas están definidas en el intervalo (-00,0), 


De la definición que hemos dedo de las funcio- 
nes hiperbólicas se desprende inmediatamente que: 


senhx ecosec hx = 1 
cos hx «+sechx =1 


tghx «cothx =1 


_  senhx 
tghx cos hx 


Sumando y restando las funciones senhx y 
coshx se encuentra: 


Xx 
e = coshx+ senhx 


-X 
e œ coshx =- senhx 


de donde: 


N 
N 
ad 


Se comprende sin dificultad que debido a la 
existencia de estas cinco relaciones, análogas e las es- 
tablecidas en la trigonometría, existirá entre las fun- 
ciones hiperbólicas relaciones análogas a todas las que 
se conocen en trigonometría plana, 


De acuerdo con la definición que hemos dada 
de la función y = senhx se vé sin dificultad que a to- 
do valor de x del intervalo (- 0,0) corresponde un valor 
y solamente uno de y perteneciente al dominio (0,00) 
como además la función y = senhx es creciente y Sonia 
nua (véase capítulo de continuidad) en el intervalo en 
que ella está definida, podemos asegurar la existencia 
de la función inversa que la designaremos po la notación 
x = área senh ya 


Teorema 58% .- 
Existe la relación área sente =I(x + Vx*+ 1) 
De” 
` Sea y -y 
e z2 
y = frea senhx ertónces y" senby = 
luego: 
ey E 2x 
ey 
o sea 
Y o 120 
de donde ———, 
Y ax dee + 1 


es decir z 
| y = Lx + dx + 1) ; 


lo que demuestra el teorema, 


34e- Ejercicios propuestos .- 


lex 
1*.- Si f(x) = L+= Trz » demostrar que 0 EE 


2 Si f(x) = = demostrar que sis[eo)]] =x 
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39%,- Si f(x) = senhx, demostrar que 
£ [Lx + yx? +1) =x 


4%,- Hacer en un mismo sistema de ejes ortogonales 
. las representaciones de las funciones: y = X; y = x? : 
y2; yst, 
5%,- Hacer el gráfico de la función, 
x sen? para x70 
f(x) = 
0 para x=*o0 


6% ,- Hacer el gráfico de la función: 


x =I “para x>0 
f(x) = O para x=0 
¡x +1 para x<0 


7°.~ Hacer el gráfico de la función: 


Lai Land 


para x< 0 
f(x) = 
x para x20 


8%.- Si con el símbolo [x] = E(x) se designa el 
mayor entero contenido en x; representar las funciones: 


f(x) = [x] 3 10 =x=-21 ; f(x) = yx = [x] 


9%.- Si f(x) es un polinomio, demostrar que f(a) es 
el resto que resulta de dividir f(x) por xwas 


10.--Si f(x) es una función racional entera que se 
anula para X= 377 927 Az pemeeseres A), demostrar que 
(x = ay(x = E an) es factor de f(x). 


EA 


11%- Un polinomio f(x) de grado n se anula nada 
más que para n valores de x. 
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NA a a 


122- Demosbrar que una ecuación de grado n no pue 
de tener más de n rafces. 


132- Si para más de n valores de x, se tiene que: 
E A nati dc + k? 
entonces los polinomios del primer y segundo miembro 
son idénticos.- 
14, Hacer el gráfico de la función: 
x? i para x> 0 
f(x) = > 
-2x para x< 0 
15*.- Construir la curva cuya ecuación es 


arc senx= arc seny 


16% ,- Demostrar que el polinomio OR DS 
+ ] es divisible por (x-1)%, ` 


17°.- Calcular el valor numérico de la expreción: 


í y i + Y13 + y5 + 413 AA 


2x= E- arc tgx 
h 


s e. 


24 O PA O O E E A 14 = 
LO e~ RESOLVEPr La ecuacion; arma LEX" 


19%.- Si a, b, Cyeo«.., Pp, 4 son números positivos 
“diferentes de la unidad, demostrar que se tiene: 


a b 
logbe logo etesoese. -e Plogas{loga = 1 
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20%- Hacer la representación de la función: 


f(x) = B(x) + Yx - E(x) 


21%.-Si la función y = f(x) es creciente demos- 


trar que la función EN] es decreciente, que la fun» 


EES) 2 es creciente o decreciente según que f(x) sea 


positiva o negativa y finalmente que la función [£(x)] 
es creciente». 


k 22°,- Si y= f(u) es una función creciente de u' 
y u=0(x) es una función decreciente de x, demostrar 
que y es función creciente de x. 


23%. Si y= f(u) es una función decreciente de 
u y u= P(x) es una función creciente de x, demostrar 
que y es función decreciente de x. 


24*.- Indicer si la función (Función de Dirichlet) 
11 para x racional 
f(x) = 


0) para x irracional 


es creciente o decreciente -¿Son aplicables las defini- 
ciones correspondientes? 


25%,- Demostrar que si las funciones P(x) y y(x) 
verifican la relación 


también la verifica la función F(x) = (x) +(x) 


26°,- Demostrar que si la función f(x) verifica la 
relación 
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f(x) + £(y) = 2 (= 


y además ella se anula para x= a y para x= b, en- 
tonces ella es nula para todo x. 


27%.- Establecer las relaciones: 


sech*x = 1 - ten*x y senhx = — MX m 
: l- ten?x 


28° ,- Demostrar que las funciones,senhx , y tghx 
son funciones impares mientras que la función 'coshx es 
par. 


29,- Establecer las relaciones: 


senh[ x= y) = senhx coshy - senhy coshx 


o 


cosh[ x+y) = coshx coshy + senhx senhy 


30*.- Establecer las relaciones 


cosh 2x -~ 1 cosh 2x + 1 
2 2 : 


senhx = y coshx = 


, 


313- Representar gráficamente las funciones senhx, 
coshx, y” thx 


32%,-= Demostrar que la función y = senhx es cre- 
ciente para todo número real.- 


33%.- Tdem para la función y= tghx .- 
34° Demostrar que la función y = coshxes cre- 


ciente en el intervalo (0,00) y decreciente en el inter 
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35%.- Hacer ver la posibilidad de existencia de la 
función que se designa con el símbolo y = área coshx y 
demostrar que: 


Da AAA 
rea coshx= _ M(x + yx* - 1) 


36*,- Idem para la función que se designa con él 
simbolismo y = área tghx . 


2000 


CAPITULO y. 


LIMITES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL, 


25.- Definición. Vemos a extender en esta ocación la 

noción límite de una sucesión,o sea 
de funciones de variable entera, a funciones de una va 
riable contínua, 


Sea f(x) una función uniforme definida en un 
dominio D y sea: 


En) = aly Bos Azyerorocoosinzocos 
una sucesión cualquiera de puntos del dominio D,tel que: 
lím ap =a , siendo a finito,o infinito ,pero 
a, Fa,si la sucesión: 
[elan] = £(21), £(a2), Maz) so... 
tiene un límite 1, finito o infinito, siempre el mismo, 
cralquiera que sea la sucesión elegida, nosotros di 


remos que l es el límite de la función f(x) cuando x 
tiende hacia as Esto lo expresaremos brevemente ponien= 


do: 
lfm f(x) = 1 
Xaa. 
Si para alguna sucesión no existe el lf- 


mite de la sucesión [f(an)) , diremos que la función 


2 
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f(x) no tiene lfiite para x= a, o mejor dicho cuan= 
do x tiende hacia á,- 


p anann s 
AD DULOSO de 


s 
Lana 


to que debe tener 
como mite a 1 cualquiera que sea la ETA [a]? 
se concluye que si tomamos dos sucesiones: 


an = a, 823 n yor. nu .n... 
z aj» azs 3 yoronosaenso. 


en el dominio D tales que Pnj-è y Paje y si ocu 
rre que: 


lím fla.) A d PCat) 


a a 
y = 


se comprende, de acuerdo con la definición dede,que la 
función f(x) no tiene límite cuando x tiende hacia a, 


En algunos casos la sucesión [ap] se suele 
restringir de modo que sólo se consideran pára y valo 
res situados a la derecha de a (mayores que a) un tal 
caso se habla de lfmite por la derecha de f(x), o bien 
límite superior de f(x), empleándose alguna de las no- 
taciones siguientes: 


e 


lfm f(x) = 1 ; f(x +0) =h 
X- atO 


Análogamente si se restringe [ap] de modo 
que sólo se consideran para ap valores situados a la 
izquierda de a (menores que a) se habla de límite por 
la izquierda de f(x), o bien límite inferior de f(x), 
poniéndose: 


Hm f =l, ; £( - 0) = 
o . a 
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Se comprende que si se tiene: 


lfm f(x) = 


X- a 
deberá verificarse que: 


lim f(x)=1= ifm f(x) 
x — 940 X-—» 20 


e inversamente la existencia de estas dos últimas igual 
dades implica la existencia de la precedente a ellas, 


Presentaremos a continuación um teorema que 
nos permitirá enunciar otra forma más conveniente de la 
definición de límite de una función, forma mucho más có 
. moda para la demostración de las diferentes cuestiones 
que se suelen presentar, 


Teorema 59 o- $ 

Si lfm f(x) = 1, dado arbitrariamente un 
x->a 

número e>0 se puede determinar siempre un núneroy>0, 

dependiente de € , tal que para: 


O<jx = aj<i se tiene  |f(x) - 1[<8€ 
D.- 

Sea entonces la función y = f(x) definida 
en un intervalo cerrado que contiene el punto x= Aa, 
A Si dado € >0 no existe q de modo que 

o - l< £ para O <[x- aj< y ,en toúo intervalo 
(a-1,a +1) habrá a lo menos un xXÁ a (sea x, ),tal que: 
f(x) - 17€ 


Sea His u E e yor ooo: ua sucesión 
convergente a cero y de modo que los (a - ¿ya + Ma) 
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estén todos dentro del intervalo en que está definida 
la función f(x).Formemos la sucesión de intervalos: 


la > Hy ya + t), (a ... 45,2 + Ho), e... e.ore 


y como HH, converge a cero, [e- Hn] y [2u] conver- 
gen ambas Hacia a y por consiguiente otro tanto ocurre. 
con la sucesión: 


Xx 2 $ Xio > Xg pttasovsusoeg X hig yo... .n..n... 


y como: 


` 


EE ~ 1>€ 


la sucesión ES y )] no converge a l, lo que que es 
i 
contrario a la hipótesis. 


De «cuerdo cón este teorema enunciaremos la 
definición de límite de una función en los términos Sin 
guiente: 


Definición.- 

Se dice que una función f(x) tiene un lf- 
mite 1, cuando x tiende hacia a, si dado arbitrariamen» 
te un número positivo £ >0, existe un número n > 0,de= 
pendiente de £ ,tal que para: 


o< |x- a pea se tiene |r(x) - 1<€ 


Es neecesario observar cuidadosamente que la 
condición: 0<J|x-al<n excluye el punto x= a de 
su consideración, lo que indica la posibilidad de que 
la función considerada puede no estar definida en ese 
punto y si lo está no es necesario que se tenga: 


jela) - 1|<eé 
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Si las condiciones indicadas en la defini- 
ción se verifican para una función f(x), lo expresa- 
mos brevemente poniendo: 


lím f(x) = 1 


X ->a 


Al respecto también suele decirse que f(x) 
converge al limite 1 cuando x se acerca hacia a. Como 
ya lo hemos dicho.la variable x puede tender hacia a en 
algunos casos por valores mayores, en otros por valores 
menores, así se tienen las expresiones: 


lim flx)*Lk y lím f(x) = lL 

X-» 2-0 k-at0 

Se puede comprender sin dificultad que 1; y l, 
no tienen porque ser iguales en todos los casos, tampocó 
es necesario que 1, o l; sea igual a f(x). Hay tasos en 
que estos tres números existen y son iguales, Puede ocu- 
rrir también que dos de ellos sean iguales entre si,pero 
no iguales al terceros Finalmente puede ocurrir que algu 
no o todos no existen. La importancia de. estas observa» 
ciones será comprendida cuando nos preocupemos de la con 
tinuidad. De todos modos para mayor comprensión he aquí 
unos ejemplos referentes a algunas de las observaciones 
precedentes. 


1 
Sea la función: f(x) = ——— 3 $5e en- 
4 De É 
cuentra para ella 
'Ilím f(x) >» 0 
X- 0-Q 


lfm f(x)=+1 
x--0+0 
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L 
A 


Fige 1 ` 4 ' 
Mientras que -f(0) no existe por no estar de= 
finida la división por cero. 
1 


Sea la función f(x) = cos 3 se tiene para 
ella: 


lím £(x)= no existe 
x» 0-0 


lfm £f(x)= no existe 
x»- 0+0 


£(0) = no existe 


ya que al tender x--0, 
Z tiende a infinito 


(+ wm) y por ende la 
TESE: función f(x) oscila 


constantemente entre =l y +l. 
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Si f(x) no se acerca a un límite definido 1 
cuando x-»= a puede ocurrir que diverja hacia +0 o ha= 
cia +0, Esto puede expresarse formalmente más o meños a 
sí; 

Si dado un nímero positivo arbitrario A, se puede de- 
terminar un número 4 (A)>0 tal que para: 


O<jx-=- a< 4 ocurra que f(x)> A 


- nosotros diremos que: lím f(x) =+0 
XX.» a 
De ma manera similar puede darse la definición 
formal de divergencia hacia =- œ. 


38.- Interpretación gráfica de la definición de límite.- 


pe f(x) 
t i 


t 


-a o TE 


Em la figura se ha representado una función 
f(x) en un cierto intervalo. Se ha marcado el punto 
a en el cual se tiene que: 


a 
"oQ4 
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lfm f(x) = 1 

x—a : 
ya que como se observa para el número € > 0 tomado,exis 
te el correspondiente número y tal que: 


|£(x) » 11<€ para O< |x=- aj<y 


Se vé también que f(a) É l. Adem$s se tiene que 
para x = a no se cumple |f(x) = 1|<€ 


37 .- Teoremas sobre límites de funciones. Veremos aho- 

ra un grupo 
de teoremas sobre límites de funciones, teoremas análogos 
a los establecidos para las sucesiones y que serán de 
gran utilidad en numerosas oportunidades, 


Teorema 60_.- 
Una función f(x) no puede tener más de un 
límite para un nismo punto x = a, 


D.- 

Supongamos que la función £( x) t enga para 
x= a dos límites diferentes 1, > lo; entonces tomando 
un €>0 arbitrario; existirá 

E f : 
|e(x) - sis y |£Gx) - 12 |< para 0< |x=aj<y 


Ahora 
ll, - s le) - 12 + 44 - £G0|< EG) - 12/+ [1,260] 


o sea l4 E 1 |<e 


lo que es contrario a la hipótesis. 
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Teorema 6]_.- 
Si f,(x) y fo(x) tienen el mismo límite 1 
cuando x tiende hacía a y si para todo x de una vecindad 
de a se tiene que: 


1100 < f(x) < £o(a) 


resulta: 
lím fďf(x)= 


X—a 


D, 
Por hipótesis dada un £> 0 arbitrario, se 
. puede determinar un “i tal que: 


|£ (x) - 1| <€ . para 0<ix- aj< a 


er mbébmna Yi bal msma 
Yui E 2 TT yuwe 
\fa(x) - 1 € para O<jx =- aj <9, 


o bien expresando esto mismo de otra manera: 
1 -€ < £y(x)< l +E en O< |x = a| <9] 


1-E< f x)<1+E en O< |x = ai <a 


4 
t” 
24 


- ¿nora bien, los entornos o intervalos (a 0712 +0 
la -» 2,2 +0) tendrán una parte común (a Y stn] y 


E En EI Han tr 
en tod punto de ceba se tennara 


1-£< f(x)< 1 +€ 


o sea: ; 
l£(x) = I[<E para 0<[x-aj< n 


Teorema 62 e- 
Si lfm f(x) = 1 resulta que: lim I£(x)|=]1! 
ka xa y 
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D.- ñ 
Ya que el límite de f(x) cuando x tiende ha 
cia a es 1 dado un €> O se podrá determinar un 4 stal 
que: 


if(x) =- 1|< € para 0< |x- aj<» 
pero: 

lieo] = j< l -u 
l 
pes ES] - iuļ< € para O< |x= aj<s 
Teorema 62 , 


si lfm f(x) = 1 EA que: lím kf(x)"kl 
E >- A X-a 
siendo k una constante cualquiera: 


D.- it 3 
En efecto tomado un número €> 0, puede de - 
terminarse un 4 təl que: 


(ao - j< E para 0<]x- al<? 


De 
de aquí resultas 
Ixkf(x) - k1|<€ para O< |x= al<.» 


o sea: i 
lím kf(x) = 
X-a 


Teorema 63 e i 

Si lím f}(x)=0 y si en todo punto de un 
Z-a E 

entorno de a se tiene que |f (x)|<k, siendo k> 0,re 


9 
Sulta que: ¿2 
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x-a 
Di~ E 
De acuerdo con la primera hipótesis,oualoule 
ra que sea el número $ >0 existe siempre un "y tal que: 


€ 
lO <z con  0<I|x = aj <a] 


y para la parte comán (w-a,w + a) de los entornos ù) 
y %, se tendrá; l 


jf1 6) 2260 1< € 
Así: 
14m fy ()£2(x) = 0 
x-a 
Teorema ól _. 


m límite de una suma de funciones es igual 
a la suma de los límites de esas funciones, 


He  Llímfi()= 15  línfx)=1, 
x=>a x—-a 


Te Mm [fi(x) + £29] = 1] + 12 
Xa . 


D.- 
De acuerdo con la hipótesis tenemos que'da- 
do un €> 0 pueden determinarse dos números “y Y »3 


mayores que cero y tales que: 


€ | | 
[1160 - 1, |< 3 para 0< |x-al<m 

€ - i 
|£26) = 12|< 3 para 0< |x= a<n 


De donde 
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1160 z 1, +|£o(x) - k< + 5 para O < jx-aj< n 


siendo (a -5 a+» ) la parte común de las vecindades “y* 
Y2. Luego: : 


PA AAS l ; j 
HERAS + fo)] - fly + 12|] <E ` para O< [x-a|<u 
expresión equivalente a la tésis. 
Teorema 65 e= 
El límite de un producto de funciones es i- 
gual al producto de los límites de esas funciones, 


Hs- lím £1(x) = 4 : lím f(x) += l> 
x—a X—a 


T.- lím £1(x)-£,(x) = 111, 


XX a 
De- 
Es suficiente demostrar que: 
[2,6012 - 111,/< € para 0<[x - aj<n 


Tenemos: e 
[21692760 -1,1)= 2160 2260-1,1,)+1,22(x)-1,1> 


128, Go £2(00)-171< 1, 6IL2()-11196) 220-412] 


de Go92,60-1119< ¡£260/ [2160 -11/+[13p (2260 ~ 12] 
Pero puesto que por hipótesis ne y Lolo) tia 


nen límibe, dado arbitrariamente un € > Ü pueden determi 
narse dos números “y y "no tales que: 


ume mnan aA aa 
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E : 
| £o(x) = l>] < 211] «para O< |x-8 ksa 
de donde f.(x)<M en 0< |x - aj» siendo 


€ eF 
M= jil- y Y [£,6) - 1] <z7 para O<pe-a jo. 


De aquí que para un y contenido en "7 y en. 
» 2 se tenga: 


[ati = hh + ajea AN 


es decir 
le 1 69L260 - 1,1,|< E para 0< jx- aj<n 


Teorema 66 . 

El límite de un cuociente de clones es i~ 
gual al cuociente de los límites de las funciones siempre 
que el' límite del divisor no sea cero. 


X— 8 > xX "i 
D.- 3 
De acuerdo con los teoremas ya dem: estrados 
tenemos: 


lím £1(x) qn f Cea RER 
Xx—— a FoC) nian 26): T KS A . Xea PG 


de aquí entonces que todó se reduce a demostrar que: 


lfm 1 Pa 
x-a f(x) l 
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Tenemos: 
l2 > A (x) - 
Exc a E x A S EAS E E 


Por hipótesis existe un número y! tal que: 


DA 
j£2(x) - laj < 2 para 0< [x Á. ap<y 
de modo que ir, < i2 : para 0< pa e aj< y 


Dado tambiéri un nfímero E>0 existe un 9">0 tal que: 
i Le 
lod = la| < E _ cuando O< |x=aj<wx" 


De aquí que una vesindad y de a contenida en y y q 
se tenga: 2 
la 20 - 13. Er 
AJN ax) - TENA 
RP Pal < Eal la 
EN +11, | el12| 


l£o(x) - 191 
OR ¿|= [2260] + IAN 
Observación:- 


Se gcoumppende sin dificultad que los teoremas 
64% y 65% pueden extenderse a un número finito fualquie- 
ra de funciones. 


Teoremá 67*.- 
sí T £[PG0)]= f1), entonces 
x) 


o sea; 
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lím £[P(x)]= r [LimP(0)] 


K=a- xa 
D= N 
Puesto que por hipótesis f[9 (x)| —f(1) cuen 
dọ P(x) —1, dado un número €>0 arbitrario,existe un 
q “tal que: j 
e[eGO] - e(a)j< e para 0< | g(x) - 1|<y! (a) 


pero para p(x) — 1 cuando x—»a es necesario que 
al número %' corresponda un número » (dependiente de- 
y! y por lo tanto de 'E) tal que: 


p(x) - 11<08w! cuando O < |x- al<’ (b) 
Comparando las expresiones (a) y (b), resulta: 
je [P] - E(MISE  para0< [bx - aj<o 
o sea: 
lim f| p(x)] = £(1) = £[1ím p(x)] 
Xa l X— a 


Corolario.- 
De los teoremas precedentemente demostrados 
se desprende que sí: 


lím f(x) = 17 , lím f(x) = lo... lim La 
X-_ ea X-»a xa 


y si R representa una función racional, se tiene que: 


lím R f(x) ,Lo(%) 70... ««£plx) = R(11y125++«1p) 
O E 
siempre que ninguno de los divisores que contenga R tenga 
cero por límite cuando x tienda hacia a. 


Particularmente si: 
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£ 1 (x) f(x)... +... fin% 


f 
216) 
eN ES . 
A : 
„09 Lp (2) 
y lím f.. =l, (1,3 = 1,2,......n) resulta que: 
A 2) Lj 
X . a 
1, l2 46... £n0480 lin 
Ha ; 
lím D(x) = |" A 
x=. |; b 


1.1 Lan 
38.- Límite de una función cuando x tiende a infinito.- 
Se dice que una función f(x) tiene un límite 
l cuando x tiende a infinito. Si dado un número arbitra- 
rio €>0, existe un número positivo A tal que: 


l2(x) = 1(<€ para todo x> A 


Guando estas condiciones son satisfechas nosotros pones» 
mos: A 
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lim f(x) = 1 
x> 


En forma análoga y sin dificultad se puede ex- 
presar la definición de lfmite de f(x) cuando x tiende a 
(oo). 


Los teoremas generales sobre límites, estudia” 
dos en los párrafos precedentes, son también aplicables 
al caso en que x tiende a infinito, En efecto el lector 
puede, con pequeñas variaciones, modificar las demostra- 
ciones de estos teoremas de modo que ellas se ajusten al 
caso en que x tiende a infinito. 


39.- Existencia del Jímite.-No concluiremos lo referen= 

te a los límites de funcio- 
nes, sin expresar antes un teorema a cerca de la existen 
cia del límite, Consideremos una función f(x) uniforme y 
acotada en el intervalo (a,b).. El teorema mencionado es 
el siguiente: 


Teorema 68*,- E 

La condición necesaria y suficiente para 
que la función f(x) tienda a un límite 1 cuando x tiende 
hacia a, es que dado arbitrariamente un número E> 0, e- 
xista un número .>0 tal que: 


|£Gx) = £)1<€ 


siendo Xx] y Xy dos valores de x que cumplen la condis 
ción: 


4 


20 < |x - al<a O < |x,- a< 


La condición es necesaria: 
Si f(x) tiende a 1 
cuendo x tiende hacia a, dado un número €> O arbitrario, 
se puede elegir wn número ņ tal que: 


[1 = fG)) < > y |i - £(x2)| <> 
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cuando: 

o < jx -ajs y o< lx - aj<am 
Ahora: : | l 

Iagan) -J-E - ejs E - 11 + 
de, donde: ia Exa) 
TE EG) - fg] < e. 
para: 


o< ją-al<l<y y 0 < |x> - a]< y 
De aquí que la ecuación es necesaria. 
La condición es suficiente: 
: ` En efecto suponga- 
mos que se tenga que: 
21) - £(x9)<tpara O<|x]-al< y y O<xo-aj< 9 
tomemos en la vecindad la -4,2 +9) we. sucesión Pnl 
que sonverga hacia a # Ap. Entonces la sucesión [fla ] 


es una sucesión regular y por consiguiente ella tiene un 
límite l. O sea que dado un €£>0 existe un Nj tal que: 


: € l 
pi = flan) < 3 para n>M 


Tomemos ahora en la vecindad (a -4,a+%) una 
sucesión cualquiera al que converga hacia a Á bp ,en- 
tonces: 

€ c $ 
y sumando estas dos desigualdades se tiene: 


|l - f(b) < E para n>N 
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siendo N N] y Ne Ahora puesto que la sucesión [bp] es 
una sucesión  ərbitraria , la relación precedente 
establece que: 


de acuerdo con la primera definición que dimos sobre el 
límite de una función. 


LO.- Límites de algunas funciones.- Nosotros ya hemos vis 
to, en el capítulo de 
las sucesiones que: 
; n 
lím (+2 =e 
n= 00 


Vemos a considerar ahora el límite de la expre- 


sión más general (1 + => cuando x tiende a infinito.To 


do número real x está comprendido entre dos enteros n y 
ntl, o sea que: 


n£x<n+*1 ; 
de donde: 
A AO l 
nZ? +1 
y luego: 1 1 1 
l+ nz 1% X? l+ n+l 


y entonces: S 
x n 


AS n+] PRET . 
ES Ies 1 
ap >0:D>0+* 


o sea: 


1 n 1 
A e e a a 
n+l 
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pero como; E in A 1 .n+*1 
1 p Pda i 
lim (1 + =) = lím = 
aD TR 
n + 


resulta D 


. RE ES 
lím (1 + ETS 
n-» 00 
Veamos ahora que ocurre con esta expresión si x 


tiende a — 00. Poniendo x = =a, se tiene que al tender 
xa-œ©, u tiende a+ œo y como: 


y ES LS 1 
0+3 "0-3 - (32) A) 
poniendo ue l = v, se tiene: 
v+1 


q. 
(1 + OS > = aba + >) 


y como cuando m tiende a +00 igual cosa ocurre con v, 


resulta: 


PR AL 
lím (1 + Z = lím ar bald, = e 
v v 
X- 00 X=> + 00 ; 


Ahora de la expresión: 


Iím (1 + 2) = e 
X= 00 


poniendo Xx =ž y Se sigue: 
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1 
lím (l1 +u)? se 
uo 


Resumiendo podemos decir que: la expresión 
de y tiende a un límite definido, que lo designare- 
mos por €, cando x tiende a+ mm oa ~ 0% La expre- 
sión (1 + F tiende al mismo límite e eusndo x tiende 
a cero por valores que pueden ser positivos o negativos. 


Trataremos de calcular ahora el límite de la 
función: 
OO 


f(x) = z 


cuando x tiende a cero.- Supongamos a> l. Poniendo 


AX =- 1 =u se vé que cuando x tiende a cero iguel cosa 
ocurre con u, por otra parte tomando logaritmo de esta 
igualdad se obtiene: 


añ = l „ ula K La 
x ; 16 + u) (1 $ yA 
y luego: 
lím a- 1, lím AE 
X0 xX u=>0 4 
L(1 + yY 
si 0<a< 1 poniendo b “z resulta b > 1 
y luego: 


lfm A -1 im L slo ibea 


ms IZ „me mr F 


x>0 x x—0 px 
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Demostraremos ahora que: 


lím senx_ 


x—>0 x 


s 


1 


Tomemos una circunferencia goniométrica y en ella un án- 
gulo x mayor Que cero y menor que T .«Determinemos so” 


y luego 
de donde: 


y Tomo 


resulta 


bre ella un punto C de 


que: AOC = 2x. Uniendo 
A con C y trazando en 
estos puntos las tangen 
tes a la circunferencia 
hasta su intersección 
en D, se tiene: 


AC < arc ABC < 24D 


en virtud de la defini- 
ción de longitud de un 
arco de circunferencia, 
O sea: 
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como la función es impar, la función: considerada tiende 


al mismo límite cuendo x tiende a cero por valores nega- 
tivos, 


41.- Ejercicios propuestos.- 


1.- Calcular los límites de las funciones siguien- 


Less 
f(x) = Et cuando x—0 
` f(x) = J&H + 1 = JX) cuando x—= @ 
ti A an : 
f(x) = E con n>0 entero y cuando x >a 
A ¿2 
f(x) = n a cuando x-a 
Ll 
to - — con h>0 y cuando x— a 
E 2 
to. E Lyi>0 
x X Tea >0 y cuendo x—a 
s s - 
xX -a 


n+l n 
nx - ( + 1) +1 , 
f(x) = > z conm>n>0 y 


mtl 
E cuando X-»1 


n+2 ntl n 
Hja -x nm (n+l) AXEL 


F N cuando x—1 
- x m xX +, 
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| te o 
f(x) = SS cuando x—0 i 
MR Yl- xexe 
t(x) 9 | <an A . cuando X— 1 
AA 
t(x) = 3 + 1l-x cuando x—= © 
¿ 2 
+a =a 
f(x) = paa cuando  x->0 
X" + En 


2~ Determinar el límite de la función 


f(x) = 3 le + D3 Ej 


cuando X tiende a infinito. Indicar para que valores de 
n dicho límite será: finito, nulo e infinito. 


3.- Calcular los límites de las siguientes funcio- 


nes: 
l- tgx Xx 
PIa etr cuando x — Ñ 
f(x) = asen 2 con a > 1 y cuando x— œ 
a 
sen 
f(x) = a cuando x-—=0 


senx - sena 


AOS OS cuando x-»a 
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f(x) = Dr cuando ` x —> 0 
T . 

f(x) = (1 =- x)tg3 x cuando x— Å 
Lx 

f(x) a cuando x— 1 
Ix 

e) a cuando x— 1 

(x) Eo 
Xla + x 
f(x) = \Ņ\a -x cuando x— Q 
1 
f(x) = (ek + x)* “cuando x — 0 
'cotx ' 

f(x) => (1 + senx) cuando x—> 0 

f(x) = e cuando x—>0 
x 

I 
f(x) = 3) cuando x-—>0 
tgx 
1 

f(x) = (2) - cuando x-—=0 
1 

f(x) = Y cuando x— 0 

tgx 

f(x) = (senx) cuando x—>0 

L 


f(x) = x cuando x——1 
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f(x) = (1 +x) cuando x—>0Q 


f(x) = (1 + x?) cuando x-—0 
a£ = pr 

TEO GS cuando x—=>0 
x_x 
a^ s b 

f(x) 3 La cuando x—0 
x 

f(x) = 2ml cuando x—=0 
e LX 

f(x) = Sn 5 cuando x——=0 


l.~Determinar el límite de la función 


cuando x tiende a infinito, sabiendo que el límite de 
f(x) cuando x—>0 es a. 


5,- Determinar el límite de la función 


as EA 
px) = x ¿[eco - 1} 


cuando x tiende a infinito, sabiendo que el límite de 
f(x) cuando x—ow es a>oO0. 
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CAPITULO VI 


CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD DE FUNCIONES 
DE UNA VARIABLE REAL. 


L2 .= Continuidad, = La noción de. continuidad es una con- 
n secuencia inmediata del concepto de 
límite, La clase especial de las llamadas funciones con 
_tinuas posee numerosas propiedades que no son comunes a 
todas las funciones. En términos generales la continui- 
dad esla igualdad entre el límite de una función y su 
valor: dado de la variable independientes 
i En correspondencia con las definiciones de lí- 
mites de una función que hemos dado, presentaremos dos de 
finiciones de la noción de continuidad, definiciones que 
como se comprenderá son equivalentes, 


Definición: 

La función f(x) se dice continua para x=a, si 
dado un número arbitrario € > 0, existe un número y (€ )->0 
tal que: e 

|£(x) - fla)l<e cuando ix - al< y 
De acuerdo con ésta definición si la función 
f(x) es continua en x= a, se tiene: 


lím f(x) = fla) = lfm f(x) 
X> ad ~ 10) Xo»a + 0) 


En armonía. con la primera definición que dimos 
para el límite de una función, la continuidad puede ex- 
presarse también por la definición siguiente; 
Definietón: © 
Sea an una sucesión cualquiera tal que 


lím an = a, con AE a. Si la sucesión: 


[£Can)] = f(81), f(a2), f(a3) TES 


tiende hacia f(a), finito, cualquiera que sea la suce- 
sión fan] elegida, nosotros diremos gue la función f(x) 
es continua en X= a. 


Finalmente diremos que una función f(x) es con 
tinua en un intérvalo cuando (a,b) si es continua para ca 
da valor x en a<x<b ysi flar0) y f£(b-0) exis- 
ten y son respectivamente iguales a fla) y f(b). 


43.- Teoremas sobre la continuidad de funciones:. 

Los teo- 
remas establecidos sobre limite de funciones dan lugar, de 
acuerdo con la definición de continuidad, a otros tantos 
teoremas sobre continuidad de funciones. Siendo las de- 
mostraciones de estos teoremas análogas a las dadas 
tratándose de límites de funciones, nos limitaremos aquí 
a enunciar los teoremas correspondientes. 


Teorema 69. 


La suma algebraica de un número cualquiera, fi 
nito, de funciones continuas en un punto es una función 
continua en dicho punto. 

Teorema 7. E 
El producto de un número cualquiera, finito, 
de funciones continuas en un punto es una función conti- 
nua en dicho punto.» 
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Teorema 7l. 

El cuociente de dos funciones continuas en un 
punto es función continua en dicho punto, siempre que la 
función denominador no se anule en Él, 


Corolario: 
La función recíproca de una función, no nula 
en un punto es continua en dicho puntO. 


Teo: una 7 .” + 

Sea y = P(x) continúa para x = a, con b = (a) 
si f(y) es continua para y“b , se tiene que ; 
F(x) = f[(x)] es función continua para x = a, Dicho más 
brevemente: toda función continua de una función continua 
es fimción contínua, 


Corolario: 

Toda función racional de varias funciones con- 
tinuas en un punto es una función continua en ese punto, 
siempre que ninguna de las funciones que aparecen como 
denominadores se anulan en dicho punto. 

Teorema 73. 

. Si f(x) y P(x) son dos funciones continuas en 
p(x) 

un punto x= a y si f(a)>0, entonces [£(x)] es conti 

nua en x = as 


Corolario: 
Si b>0 y f(x) es continua en x = a, entonces 
o £(x) os función continua para X = as 
Corolario: 
Sea f(x) continua y positiva en x= a, y b un nú 
b- 


mero cualquiera Se entonces [e] es función continua 
para X= a 


L4.= El concepto È continuidad uniforme.= Al definir la 
continuidad de 
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una función f(x) en un punto x= aş dijimos que ella era 
continua si, habiendo dado un número arbitrario E >0, exis 
tía un número y O tal que: 


1) = f(a)l<e para todo jx - al<% 


Se comprende sin difieultad que y depende del 
valor tomado para £, observando con más detenimiento se 
verá también que 4 depende además del valor de x enel 
cual se considere la continuidad. Esta Última afirma- 
ción puede comprenderse con ayuda de la figura 5 , donde 


y mT 3 . : a É 
el valor de £ se ha dejado constente, considerándose en- 


seguida la continuidad en la función en puntos diferentes, 
tales como: X] s X2 y X3. 
y 


A 


. 


zi 


e 


IR rt cr e 
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Ahora si para una función continua es posible 
encontrar un número y independiente del valor particular 
de x y que sólo depende del valor del € elegido dire- 
"mos que la fuhción es uniformenete continua. 


”" Teniendo presente la definición de oscilación 
de una función en un intervalo puede decirse que una fun 
. ción f(x) es uniformemente continua en un intervalo 
(a,b) si dado un número arbitrario £ >0, existe en co= 
rrespondencia con él un número 9 >0 tal que en toda seg 
mento de (a,b) de amplitud no superior a y la oscila- 
ción de la función es menor que:£_» 


Terminaremos lo referente a la noción de con- 
tinuidad uniforme presentando el siguiente teorema; 


Teorema 74: , 
Toda función continua en un intervalo cerrado 
(a,b) es, en este intervalo, uniformente continua, 


D. 
Siendo la función f(x) continua por la dere- 
cha en el punto x = a, tomando un número arbitrario £>0, 
existe un intervalo (a, a + a) tal que si X] Y x2 son 


dos puntos de este intervalo, se tiene: 


lGa) = £(a)k y [Ra = 1(x2]<5 


o 


y por lo tanto: 


let) = f(x2)! <€ 


luego en el intervalo (a, a +W a) la oscilación de la fun- 
ción f(x) es menor que €,  Procediendo de un modo anlo- 
go se demuestra que en el intervalo (b -ap b) la oscila 
: ción de f(x) es también menor que € . Ahora para un punto 
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cualquiera X interior en el intervalo (a + 4, b -9 p) 


existe, en virtud de la continuidad de la función, un in 
tervalo (X= 9_ , X +3y_), tal que si Xx, y X2 son dos 
xX x 


puntos de él, se tiene: 


a 


le) -rki y 116) - Ea] 


Nim 


y luego: / 


l£Ga) = f(x) <e 


lo que nos indica que en esos intervalos (X = 3_ ,X *y_) 
$ Xx X 


la oscilación de f(x) es menor que €, Se tiene, pues, un 
conjunto infinito I de intervalos asociados a los puntos 
de (a,b) y que gozan de la propiedad enunciada. Ahora co 
mo estos intervalos satisfacen las condiciones del teore- 
ma de Heine=Borel;z cada punto interior del intervalo (a,b) 
es interior de, a lo menos;..un-intervalo de I y a y b son 
puntos extremos de a lo menos uno de tales intervalos; po 
demos afirmar que existe un conjunto I! compuesto de un 
número finito de intervalos de I que poseen la misma pro 
piedad que I. 

los intervaios que componen el conjunto 1'-tié- 
nen en general partes superpuestas; pero se comprende que 
los. extremos de ellos dividen al intervalo (a,b) en un 
conjunto finito I" de intervalos en cada uno de los cua- 
les la oscilación de la función f(x) es menor que € , 


Este teorema conocido con el nombre de teorema 
de la continuidad uniforme, suele a menudo expresarse di- 
ciendo: i 


Teorema 74 ` 


Si f(x) es una función continua en el interva 


Continuidad y Discontinuidad 
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lo cerrado (a,b), tomado un número arbitrario € > 0, exis 
te un número Y >0 tal que: 


BET ~ £(x,)| <E para todo a - x2| < 3 


45. Propiedades de las funciones continuas. Numerosas 

l e importan 
tes son las propiedades de las funeiones continuas, noso- 
bros presentaremos aquí algunas de ellas, por lo menos las 
de uso más frecuente, o si se quiere, las más necesarias 
para las demostraciones de cuestiones posteriores, 
Teorema 75,- : 
TT Si f(x) es continua en x= a con fla) 7O, 
se puede determinar una vecindad de x = a, tal que en e- 
lla f(x) tenga el mismo signo que f(a), 


De 
Siendo por hipótesis f(x) continua en el punto’ 
x = a, dedo un número arbitrario €> 0, existe un número 
' Q >0, tal que: 


ES) £ f(a)|<e para jx = aj<n 


o bien 


f(a) e < f(x)< f(a) + € paralx - al<m 


tomendo £ = itta)l, lo que es posible ya queg > O es arbi- 
trario, las desigualdades precedentes se reducen a: 


PCa) = [£la < £G)<t(a) + |El] para x-a 


Supongamos ahora que f(a) > O, resulta entonces: 
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o< f(x) < 2£f(a) para |x-aj<y 


o sea que f(x) es positivo para todos los putos del 
intervalo (a -y, atu). 


De uns manera análoga, suponiendo f(a)< O, se 
demuestra que f(x) < 0 para todo x del intervalo 
(a-n, a+9). 


Corolario: l 

Si f(x) es continua para x = a y si f(x) se. 
anula para valores de x tan cercanos de Xx = a como se 
desce o bien toma valores positivos y negativos, entonces 
fla) = O. i A f 
En efecto si f(a) no fuese cero, ella debería 
ser ser positiva o negativa y entonees otro tanto tendría 
que ocurrir en una vecindad de x = a, lo que evidentemente 
es contrario a la hipótesis. 


Teorema 76. 

Si la función f(x) es continua en el interva 
lo csérredo (a,b) ella es acotada superior e '“inferiormen=- 
te en este intervalo. : 


D, 

Como la función es continua en el intervalo . 
cerrado (a,b), ella es uniformemente continua en dicho 
intervalo y por consiguiente tomado un número asbitrario 
£>0 se puede dividir el intervalo (a,b) en un cierto nú 
mero n de subintervelos, tales que, la oscilación de 
la función en cada uno de ellos sea menor que € e 


Designando con Xo 7 as XL j X23 Xz y seese 


s... s Xn = b los puntos de división del intervalo (a,b) 
se tendrá de acuerdo con lo dicho que: 


(1) ~- fO) |< € para Xi] EX S Xk con k=1,2,0...n 


Continuidad y Discontinuidad OO - 162 - 


ahora como: 


f(x) = 2(a)+[£(9)-£(0)] + Eae] + encornnoss 


e + [£G60=£(2,1)) 


resulta: 


alL lea] lGa- Eaa + eses 


~ 


2... + JEG) CR) 


y luego 
l£() | < fela) + ke y como k£< në 
se tiener 


[fa] -ne < f(x)< If(a)| + nt 


Teorema 77. 


Si f(x) es una función continua en el interva» 

lo cerrado (a,b) existe a lo menos un punto en dicho in- 

tewvalo, para el cual la función toma como valor su fronte 
ra superior, y un punto a lo menos para el cual toma como 

valor su frontera inferior, 


D, 

De acuerdo con el teorema anterior, siendo aco 
tado superior e inferiormente el conjunto:+de los valores 
que toma f(x) en el intervalo cerrado (a,b); dicho conjun 
to tendrá una frontera superior M y wna frontera infe- 
rior me 


Nosotros demostraremos ahora que existe a lo me 
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nos dos puntos x] y X2 en el intervalo (a,b) tales que: 
1(x1) = M y f(x) =m o. 


En efecto supongamos que MX no fuese alcanzada ` 
por f(x) en ningún punto de (a,b), entonces M = f(x) no 
será nunca nula en el intervalo (a,b) y por lo tanto la 
funsión; 


1 


9 (x) “5 


será función continua en (a,b) y por consiguiente acota 
das 


Designando con M?! la frontera superior de la 
función Y(x), se tendrá: 


AS 


o seas 


f(x) < MÍ, 


desigualdad que es contradictoria al hecho de ser M la 
frontera superior f(x) en el intervalo cerrado (a,b), Es 
ta contradicción nos permite asegurar que existe en (a,b) 
un punto xy para el cual se tiene: f(x) = M, 


De modo similar se demuestran que m también es 
alcanzada por f(x). 
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Los números M y m se llamen respectivamente 
máximo absoluto y mínimo absoluto de la función f(x) en 
. el intervalo considerado. 


Teorema 78. 
as Sea f(x) continua en el intervalo cerradó 
(a,b) y tal-que ella toma valores de signos contrarios en 
dos puntos a y B de dicho intervalo, entonces a lo me- 
nos en un punto de (a B) la función f(x) se anula. 


De 3 A 
Para fijar las ideas supongamos f(«) positivo 

y £(8) negativos Ahora por ser f(x) continua hay un in- 
. tervalo a la derecha de a en el cual f(x) se mantiene posi 
tiva, sea Y la frontera superior de este intervalo. No 
podrá ocurrir que Y = 8 debido a que hay un intervalo a 
la izquierda de B en el cual la función f(x) permanece ne. 
gativa; de aquí entonces que Y estar entre ay ĝ® . 
* Ahora el punto Y es tal que en los puntos situados a su 
izquierda f(x) es positiva, mientras que en los puntos de 
un intervalo a su derecha no es positiva; este es sufi- 
ciente para asegurar que f(Y) =0 


Corolario: 

_ Toda función continua en un intervalo cerrado 
(a,b), toma en dicho intervalo todos los' valores compren 
didos entre su máximo y mínimo. absolutose 


En efecto sean a y B los puntos de (a,b) los 
cuales f(x) toma los valores M y m respectivamente, 
Sea ahora k un número comprendido entre las fronteras 
Mym De acuerdo con esto la función P(x) = f(x) - k 
es positiva para x= a y negativa para x= 8, de aquí 
que en algún punto x =Y comprendido entre a yg ella 
se anulará, o sea se tendrá: 


ptr) = f(x) -k=0 


Continuidad X iscontinaidsl a == 16h 
de donde: l 

f(y) =k 
Siendo Y a punto del intervalo (a,b) 


L6.= Discontinuidad.- La continuidad de la función f(x) 
en el punto x = a, exige que: 


a) Exista lfm f(x) = l) 
a» artoO 


b) Fxista lím  f(x)= l 
x—- a-~- o0, 


c) Que: hske=l 


d) Que: 1=f(a) 


De estas condiciones las dos primeras son inde- 


la tercera subordinada a las dos primeras y 


A A e 


pendientes; 


la cuarta a la terceras Si estas condiciones no son to- 
das satisfechas, la función no es continua en el punto 
x= a, ella se dice en tal caso discontinua en X= a. 


Examinaremos los casos más importantes de discon 
tinuidad: y 


1? Puede ocurrir que existan ambos límites 
fla-0) y f(a'0) y a lo menos uno de ellos es diferente 
de f(a). Se dice en este caso que hay una discontinuidad 
ordinaria o de primera clases ¿n su mayor generalidad, e 
lla queda expresada cuando: 


f(a:0) Á f(a);  f(a-0) ž fla);  £(ar0) É £(a-0) 


Si sólo ocurre que: 
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f(a) Z fla+0) mientras que . f(a) = f(a-0) 


si dice que hay discontinuidad ordinaria por la derecha, 
Similarmente se define la discontinuidad ordinaria por 
la izquierda. 


Puede suceder también que: 
f(2+0) = £(a-0) Á f(a) 


se dice en este Caso que en x= a hay discontinuidad e- 
liminable ya que ella puede hacerse desaparecer con solo 
cambiar el valor de f(a), por el de f(a*0) = f(a-0), 


Particularmente un punto de discontinuidad ordi 
nario se dice regular cuando: 


f(a) = £(2:0) a ; 


obsérvese que esta igualdad subsiste en todo punto donde 
. f(x) es continua, 
2% A lo menos uno de los límites f(a+0), f(a-0) 
no existe. Se dice en este caso que la función tiene una 
discontinuidad de segunda clase, 


Cuando el límite existente se identifica con 

f(a), se dice que hay una discontinuidad de segunda clase 
por la derecha o por la izquierda según que f(a+0) o 
f(a-0) no exista. 
3 Finalmente, para concluir, diremos que si 
ninguna de las tres expresiones: f(a-0), fla), f(a+0) 
existen la función f(x) tiene en x= a una discontinuidad 
esencial. 


He aquí unos ejemplos que ilustran los casos con 
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` siderados:; 


Sea: en 
X=1 para x>0 


o 


f(x) T para x0 


x+l para x<0 


Esta función presenta una 
discontinuidad ordinaria de 


Figo 6 primera especie, ya que: 
lfm f(x) = -1# f(0)= 0 
x-—> 0+0 
ifm f(x) = +1 A £(0) =0 
Xx > 0-0 


En esta función se tiene pues: 


£(0:0) Z £(0) Y £(0-0) 
£(0+0) # £(0-0) 
Sea ahora la función 
A para x 30 


f(x) = 
2 para x<0 


Se tiene para ella: 
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lín f(x)= +1= f(O); lfm f(x) =+2A1(0) 
x -” 0+0 x= 0-0 


Se vå que esta función tiene una discontinuidad 
de primera clase por la izquierda, 


Sea "la función: 


Esta. función tiene en el 
origen una discontinuidad 
Pige B de primera especie elimi- 

nable ya que poniendo 
f(0) = 1 la función pasa a ser continua. 


s 


Tomemos la función: 


para x<0 


dl Loa 


f(x) i | 


x para x20 


Ella tiene una discontinuidad de segunda espe- 
cie por la izquierda, en el punto x = O, ya que: 


lím f(x) =0=+f(0) 
X-» 0+ 


lím f(x) = no existe 
X— 0- 
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La función f(x) = sen ż tiene discontinuidad. 
esencial en el punto x = Os 


47o- Continuidad de algunas funciones.- La finalidad de 
este párrafo es 

estic la continuidad de algunas funciones, por lo 

menos de las que hemos llamado: funciones elementales. 


Teorema 79 .- x 
: La función f(x) = a” es continua para todo 
número x. real, 


D,- 

Supongamos a 7 1 y comenzemos haciendo ver 
que la función a% tiende a uno cuando x tiende a ceros 
Hagamos tender x a sero por valores positivos, entonces 
cuando x sea menor que uno, existirá un entero positivo 
n, tal que 


1 2: 

On ARA ntl E 

4 
con lo cual la función ať estará comprendida entre a? 
1_ 
y tl sea a>1 0a<lo. Ahora al tender x a cero 
l l 
A SAO n nto 
n y n+l tienden a infinito por lo tanto a y a ` tienden 
x 


a uno y por consiguiente igual'cosa ocurre con a^s 


Hagamos ahora tender x a cero por valores nega- 
tivos, poniendo = =X , X tiende a cero por valores posi 
tivos y como až =_ se vé que en este caso a* también 


s 


tiende a uno, Resumiendo „entonces podemos decir que si 
a l la función až tiende a uno cuando x tiende a cero 
sea por valores positivos o negativos. 


` 
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Establecido ésto tomando un número cualquiera 


real b , se tiene: $ 


y 


ata a = a? ae 


y cuando x tiende a b , puesto que x- b tierde a cero 
resulta que: 


(Lal) 


=0 
x—b 
0 sea b 
lfm, a% = a? = f(b) 
x— 
- La función ač gon a = T; siendo ella constante 


mente igual a la unidad, es sin duda continua paraftodo 
valor reak de x, 


Teorema 80_.- n 
La función f(x) = x” es continua para todo 


« 


Xs 
D.- 
Tomemos un velor determinado de x, sea el va 


lor x= a, nosotros haremos ver que dado número E>0 ar 
bi tratio, existe un número Y tal que: 


lA alce para |x- a|< y 


En efecto, se tiene: 


Js (x= 7 O .+ xa, pal, 


y tomando un número positivo arbitrario ó y un número po 
sitivo b mayor que jaj+ ő, se tendrá para todos los |x| < 
laj+ ód que 


Continuidad y Discontinwidad ; = 7 
Ale jx- al ppal 


de donde, si » “es menor que el menor de los dos números 


£ y á se tendrá finalmente: 
npa-l 


LA ee para |x=- aj< y 


Corolario:- i 
Toda función racional entera es continua para 
todo valor de la variables 


. Teorema 8l .- b 
La función f(x) = "logx es continua para 
todo número x positivos 


D.- 
<- Comenzaremos demostrando que la función es 
continua para x = 1, Supongamos b>l1, tomando entonces 
un número arbitrario £>0 se tendrá: 


-€ € 
Plogx -= Bosi <e para b<x<b 
E ; 
y como b>1, se tiene que b E 1< ` , O sea que l-b >O 
y hb 1 >0 . De este modo llamando A al menor de estos 


dos últimos números, la condición b<x<b o lo que es 
lo mismo, la condición 


-E € 
b »]<x-1<b -1 


se transforma en 
E E E O sea en [xl < y 


lo que demuestra la continuidad de la función f(x) = Bogx 
en el punto x= 1. 
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Veamos ahora el caso general, bastará demos- 


trar que para todo nímero a> 0, se tiene: 


lím Plogx = Ploga 


X-> a 


y esto es inmediato, pués: 


lím logx = lím Plog(a+l) = jím Þloga + 1imbogÉ= Bloga -~ 
X a X— a Xx -áa X— a 


ya que la función es continua para x = 1 


Teorema 82_.- “ a 
La función f(x) = x” es continua para to- 
do x>0, 


D.- i 
La demostración es inmediata, en efecto la 
función y = x* puede escribirse también en la forma 


y= ¿lx y como tento la función exponencial como la 
función logaritmo son contínuas para todo x> O resul 


ta de acuerdo con el Teorema 72, que la función 
y= ¿A , x? también lo es, 
Teorema 83 .- . : 
i - La función f(x) = senx es continua para 
todo x real, 
D.- 
Haremos ver que, Hm, sen(x + h) = senx En 


efecto se tiene que: 


sen(x + h) - senx = 2senicos(2x + h) 
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De donde 


bsen(x + h) = senx|< 2Jsengllcos(2x + n)| 


y puesto que cos(2x + h) no puede ser -en valor absoluto 
mn 3 tt mn m r E A j 


mno ya 


m a m ey mo 
¿ua y UL MS MI y GUILLE Hy 


[sen(x + h) = senxl< 2|senk| 


y luego A 
sens 
|sen(x +h) æ senx | < hn E 
2 
de donde 
lím |sen(x +h} ~ senxl = O 
-h-> 0 
o sea 
lím sen(x + h) = senx 
h—0 
Corolario:- . 


"La función f(x} = cosx es continua para to= 
do x real, En efecto se tiene para todo x que 


cosx”= sení 3- x) 


a 


Corolario:- f 

Las funciones circulares directas cosecxysecx, 
tgx y cotx son continuas para todos los valores de x 
para los cuales ellas están definidas, en efecto se tie- 
ne: 


a 


1 1 senx 
Ose 3 = au Y e = e ZW ma 
z See senx ? P20 cosx ? tex cosx. 
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Observación. - 
8 La función a senx es continua y crecien 
te en el intervalo H, Y de aquí entonces que de acuer 


do con lo dicho en el F 27, existe la función in- 
versa x= arc seny en el intervalo (-1,1). Otro tanto 
puede decirse de la función y = cosx en el intervalo 

(0,f} y de la función y = tgx en el intervalo abierto 


(- 593). 
Teorema 8k_.- A : 
La función f(x) = arc senx es continua en 
el intervalo cerrado (-1,1), 
Ded 
Comencemos considerando un valor a de la va 


riable independiente comprendido entre -l y +1, Se tiene 
entonces: 


w- T 
-37 < arcsena < 3 


Tomemos ahora un número € >0 tal que: 


a "n 
Ty . C am a È 
sares are sena < 5 


Trataremos de demostrar que existe un número 
> 0 tal que la doble desigualdad 


-1<a=q<x<as+"< 1 
implique 
arc sena ~ € < are senx < arc sena t€ 


En efecto siendo la función x = seny creeien- 


te en el intervalo (an 3 33) estas Últimas desigualdades 


Continuidad. 


se pueden poner en la forma 
senlaro sena =€) < x< sen(arc sena +1;) 

Por otra parte, arc sena- € , es menor que arc sena, y 
este a su vez es menor que are sena +E ,de aquí entonces 
que se pueda elegir los números % Y ï z tales que: 

sen(are sena ~) a a -à y sen(arc sena +E) =a +}y 
con lo cual la doble desigualdad precedente se reduce a 
$ A o EE 

y ella será verifi.cada sin duda por todos los x tales que 

a=y <x<a+u 

siendo 1 un número positivo menor que el menor de los 
%1 y 2. Así la función x= arc seny es continua en 
el: punto x = a. E 

- SÍ a œ= -l el razonamiento precedente prueba que 
habiendo dado un número arbitrario € >0, es posible dee 
terminar un número cd y tal que las desigualda= 
des - 
ac<cx<ar+y 
impliquen 
arc sena < arc senx< arc sena » € 
Sia=+*1 el mismo razonamiento prueba que tomado un 

un número arbitrario £>0 existe un número y >0 tal 


que : ; s 


. 


arc sena = € < arc senx < sre sena I: 
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para 
asg <x<a 


Por consiguiente la función f(x) = arc senx es continua 
también en los puntos x= 1 y x= -1. 


Corolario.- 
La función y= arc cosx es continua en el 
intervalo cerrado (=1,1), en efecto se tiene que: 


Tr. 
y= 5 = arc senx 


48 ,- Ejercicios propuestos .- a 


1.- Demostrar que la función f(x) = e es continua 
para todo x positivo. 


2.- Demostrar que la función f(x) = arc tex es con 
-tinua para todo X. 


3.- Demostrar que si una función f(x) creciente o 
decreciente en un intervalo (a,b) toma todos ` 
los valores comprendidos entre f(a) y f(b), ella es con- 
tinua en dicho intervalo, 


h.e- Demostrar con ayuda del teorema precedente la 
continuidad de la función f(x) = arc senx 


5.- Demostrar que la función f(x) = E(x) + yx - E(x) 
es función continua para todo x positivo, 
6,- Determinar cuales son las funciones continuas 
de una variable, que son finitas para todo valor de la 
variable y que satisfacen la relación 


f(x + y) = f(x) + f(y) 


7.- Determinar cuales son las funciones continuas 
.Que satisfacen la relación: 
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f(x + y) = f(x)-f(y). 


8.- Determinar las funciones continuas que satisfa 
ce la relación: 


f(xy) = f(x) + f(y) 


9.- Determiner las funciones continuas que satisfa 
cen la relación: 


r(x) + £(y) = 2152) 


10.-Indicar si la función 


es o no continua en x = O. 


11,-Demostrar la continuidad de las funciones 
senhx , coshx y tghx 


- 000 = 


CAPITULO VITIT 


DERIVACION DE FUNCIONES EXPLICITAS DE 
UNA SOLA VARTABLE INDEPENDIENTE. — 


as 


L9.- Derivada.- Sea y = f(x) una función uniforme de x en 
: el intervalo (a,b) y x un o de este 
intervalo, Demos a x un incremento Ax = h, positivo o ne 
gativo, el incremento correspondiente de la función será 
entonces: 


Ay = k= f(x + Ax) - f(x) 


y la razón de ellos; 


Si esta función tiende a un límite determinado cuando Ax 
tiende a cero de una manera cualquiera, este límite se lla 
ma derivada de la función f(x) en el punto Xe Si f(x) ad- 
mite una derivada para cada punto del intervalo (a,b), el 
conjunto de estos valorés constituye el dominio de una 
nueva función que se representa frecuentemente por alguna 
de las notaciones siguientes: 


>» 


y 
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a A A XXX O CI 10 ti Pa e rec 


1), E E , DE(x), etc. 


La definición anterior puede ser 2xpresada más 
brevomente en forma simbólica poniendo: 


J = f(x) = lím sA z= f(x) 


Ax=0 
o más brevemente aún por: 


dy a Hm Ay py 
dx Ax->0Áx $ 
Debe ser cuidadosamente observado que ax es un 
dx 
símbolo que representa este límite y por lo tanto no de 


be ser considerado como una fracción, 


Conviene observar también que: 


f(x + Ax) = f(x) -2 Hx + 4x) - f(x) £x n - =E x+ AX) 
Ax x+ Áxox x= + AN 


y que poniendo x=« y ce +Åx= x, siendo e un punto 
del intervalo (a,b) en el cual se quiere la derivada de 
f(x), se tiene una manera muy útil de expresar la deriva- 
da de una función f(x) en un punto dado, así: 


f(e) = lím g¢(e)- f(x) 


X->C C= X 


= De la definición que hemos dado de derivada se 
desprende de inmediato el teorema siguiente: 


Teorema 85,- 
: Toda fracción que tiene derivada para un valor 
dado de x, es contínua en este punto, 
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He- lím f(x + Ax)- f(x). 
Ax = f'(x) 


Ax=>0 


ie lfm f(x + Aa) f(x) 
Áx-0 
De~ 
Tomemos la expresión: 
£lx+ dx) = Eba de acuerdo con la hipótesis se 


tiener- 


E An) - E) = f'(x) + e(Ax) 


donde EFfAx) es ua función de Ax que tiende a cero 
cuando Ax tiende a cero. Multiplicando por Ax «queda: 


f(x + Ex) = f(x) = Ax*f'(x) + Ax» E(Ax) 
de donde: G 


lím f(x + Ax)- f(x) = lím Ax-f'(x) + lfm xo €(Ax) 
A x-0 l AxX—0 Ax—0 


lím f(x +Ax) - lím f(x) = 
x»0 Ax—0 


lfm f(x + Ax) = f(x) 
A x-*0 


El recíproco de este teorema no es verdadero, en efecto 
existen funciones que son contínuas y que no tienen deri- 
vadas para valores excepcionales de la variable y aún en 
todo un intervalo. Analicemos la función 


y= x sen $ 


Pan 
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Esta función no está definida para x = O, ella 
es por tanto discontinua para x= O, Por otra parte 
fácilmente puede observarse que: 


lím Xe sen 
x>0 


CN La 
u 
o 


Definamos entonces la función por estudiar de la menera 
siguiente: 


Definida de este modo, la función y= x sen 2 ya no es 


discontinua para x= O, ella es zhora contimua Bars es- 
te punto y sin embargo no admite en él derivadas En efecto 


e 


la derivada en el punto x=“ O es 


£(x) - fO lím f(x) _ E snt 


n xX- 0 x—0 x 


expresión que no tiene ningún límite ya que oscila cons- 
tantemente entre (-1) y (+1). 


Im 


Veamos la función y = x? esta función es con- 


tínua para todo valor de x y pera x*“0O se tiene y = 0, 
sin embargo le deriveda en este punto (0,0) o sea: 


lím fG- £(0) - f(x) _ lím 1 
x—0 Ea X xX—>Ü 1/3 


crece indefinidemente cuendo x tiende a coros Haciendo 


la representación gráfica de esta función y= xf puede 
observarse que ella es tangente 21 eje de les ordenedas 
(y) en el origen, cuestión que tendrá una fácil coupren- 
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2. a E . eS y . 2 los . 
sión cuando veamos la representación gráfica de la deri 
vadas 


Tomemos finalmente la función 


ella no está definida para x = 0. Además se encuentra 
fácilmente que: 


l 

cX 
lím R ZrO 
a 1+ A 


luego la función queda definida para todo número real del 
modo siguiente: 


l 
ež 
x TEN para x FO 
q l+2. 
y = 
0 para x=0 


En estas condiciones es continua para x = O, Determinemos 
el valor de le derivada para dicho punto (0,0), besterá 
determinar el lfwite de X cuendo x tiende a cero ya 

xX 
que: 


Xa y2 ia) a r 
xX 0 > 


Tratemos entonces la expresión: 


ž i 
lím y lín 
x>0 x x-»0 $- 
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Cuando x tiende a cero por valores positivos,,o por la 


derecha, como frecuentemente se dice (0*-), e¥ es posi- 
tivo y crece hasta ser bastante grande pera x suficiente 
mente pequeño, de modo que la razón X tiende a la uni- 
dad (+1), Contrariamente si x tiend a cero por la iz- 
qyierda (>0) para x bastante pequeño su valor absoluto 


X 


e está muy cercano al cero y por lo tanto la razón z 


tiene por límite cero. Existen pués dos valores distin= 
tos para el límite según la manera como x tiende a cero, 
La derivada no existe ya que ella debe ser únicas Cuando 
en adelante se diga que una función f(x) tiene una deri- 
vada en el intervalo (2,b) se deberá entender que ella 
admite una derivada única y finita para cada valor de la 
variable comprendida entre a y b, 


50. a geométrica de la O A la de- 


finición 
analítica de la derivada corresponde una noción geométri 
ca de cierta importancia. El problema de las tangentes a 
las curvas planas conduce efectivamente a la considera- 
ción de la definición de derivada, Veamos a continuación 
que la determinación de una tangente a una curva plana € 
quivale a la determinación de la derivada de la función 
eráficamente representeda por la curva, 
J ¿ 
Consideremos una cu 
curva referida a un 
Pa ta SO sistema de ejes rec- 
A ! `B tangulares y sean X er 
f i y las coordenadas ` de 
A TP un punto H de ella, 
: Sea y = f(x) la ecua- 
i ción de esta curva , 
' función que supondre- 
A : mos continua en todo 
d EN y: x un intervalo ayd)e 
j Cuando x varía de a £” 
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b, el punto describe un arco de curva AMB; en estas 
condiciones se tiens ON = x, NM = y, Incrementemos x en 
Ax = NN! = MP, se produce así un incremento Ay = PM! 
de la función f(x). Asi se tiene: 


y = f(x + Ax) - f(x) = PM! 


of z 
Ye ix rt Ax)- f(x) _ PN! z 
T o = = = te MP 
Ax VI 8 E 


SE 


Ahora si el punto M! (x + Ax,y + Ay) se aproxima sobre 
la curva 21 punto Y, Ax se hace cada vez menor, lo mis 
mo que Ay; la secente MM! se aproxima cada vez más a 
la tangente a la curva de N ( de acuerdo con la defini- 
ción que se dá en geometría, de tangente a una curva y 
llega a coincidir con ella cuendo M! está en M, Pero 


X 
gual a la tangente trifonométrica del ángulo M'MP for 
mada por le secento variable MM! y el eje vositivo de 
las abcisas. En le posición límite dicho éngulo se hace -* 
igual al ángulo T formado por la tangente geométrica 
a la curva en M y el eje de las x; de modo ques 


durante toda esta variación la razón sx permanece i= 


Resumiendo: le derivada de una función f(x) en el punto 
(x,y) es iguel al coeficiente singular de la tangente geo 
métrica trezadeo en dicho punto (x,y) a la curva represer; 
tativa de la función f(x). 


No debe creerse erivada de una función - 
sea en si misma una noción geowétrica, pués ella he si- 
do definida en un comi enzo on forma puramente enslítica, 
además ella se presta a numerosas otras interpretaciones 
principalmente en la dinámicas 


r 
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Si'se tiene que f'(x) = + œ, entonces de a= 
cuerdo con la relación f'(x) = tg T resulta que la tan- 
gente a la curva es una línea paralela al eje de las orde 
nadas. Tales casos están representados en las figuras 
y 


“Y 


J 


E EN AEEA EEE A E EEE A 


Un punto tal como P en que la curva corta a su 
tangente se llama punto de inflexión. El caso en que 


o AY. tiende a valores diferentes y finitos según co 


mo la variable independiente tiende al valor x en que la 
derivada se considera está 

y4 representado gráficamente 
i en la fig . Un punto de u 

na curva tal como el punto 
P se llama punto’ ångular de 


\ 1 

À 

$ F la curva. Tal punto aparece 
\ / P en el origen para la tá 


e 
y ya conocida y= x e 
X 1 
ra E 1 + ež 
; YSU -ga y cuya derivada x = O vimos 


que no existía ya que lím Ž 
x O A 
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tenía dos valores diferentes 1 y O según que x tendiera 
a cero por velores positivos o negativos respectivamente. 
Otro ejemplo típico de esta situación la presenta la fun 


ción: 
e 
Son 
E para XXO 
y =]4 Po y 
0 para X=*O. 


en el punto x= O ya que: 


1 


f'(0) = lfm £(x) - £(0) _ lfm. y_lím e. 1 
x-0 x-0 x—0 x x.0 1 


xX 
e +1 


tiene dos valores diferentes para x = O según que x tien 
da a dicho valor por la derecha o por la izquierda,así: 


Lim Y - +1 si (0—x) 


|! lMmĒ=-1 si (x->0) 


-Si uno de los valores es fini- 
to y el otro infinito tenemos el 
caso representado en la fig. 


Finalmente si los valores de 


lím Ay 
Ax=0 Ax 


signos opuestos se tienen las re 
presentaciones 


son infinitos pero de 
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Pa 
-a 
ias 
pa 
AS 


| E AS 
a) cs o 
f'(x) >= si (x>x)" f(x) =+ œ (x>-x) 
f(x) =+œo si (xx) a =- © (xex) 


De la observación de estos ejemplos se conelu 
ye que puede ocurrir que una curva tenga dos tangentes 
en un mismo punto de ella. 


Ahora vemos a considerer gráficamente algunos 
ejemplos de funeiones contínuas que no tienen derivada 
para algún punto determinado, 


See la función f(x) definida del modo siguien 
te: l 


T 
‘x sen > para x#ž0 
¿ 
j 
i O para x= 0 


Tratemos de averiguar la representación gráfi- 
ca de esta función, Puesto que el mayor y el menor valor 


que puede tomar a cuando x crece indefinidemente 
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son respectivamente (+1) y (1) no existen puntos de la 
curva que estén situados fuera de la región del plano 
comprendida por les rectas y = X, y = -X. Puesto además 
que la función sen g es periódica, podemos asegurar que 
la curva oscila entre dichas dos rectas. La representa- 
ción más o menos exacta de ella para x> O es la que se 
indica en la fig 


y? / 
De cuerdo con la de AS i 
finición, para x A O la fun- P 
ción es contínue y para x= 0 pS 


también lo es puesto "que: 


p 


X—Q x 


Una secante cualquiera OP tra- 
zada desde el origen a un puń- 
to P de la curva oscila entre 
las dos líneas 


, 


y =x e y-ox 


i 


cuando el punto P tiende a confundirse con el punto 0,8- 
vanzando sobre la curva. La secante no tiende a ninguna 

posición fija cuando P tiende a confundirse con Osde mo- 
do que la curva no tiene tangente en el orígen, es decir 
ella no tiene derivada para x = O, Esta conclusión puede 
verificarse fácilmente en forma analítica, en efecto 


£1(0) = lfm EG) = fO . lím i . lfm sen Y 


XK 0 X= 0 X-a 0 


_ expresión que oscila indefinidamente entre (+ 1) y (= 1) 
“cuendo x Fiende a Gero. - 


Consideremos ahora la función: 
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4 


para xx 0 


para x=“ 0 


La función así definida es contínua para todo velor de 
x, aún para x = O. El gráfico de esta función como fácil 
mente puede observarse por las razones dadas en el ejem- 
plo anterior, oscila entre las dos siguientes parábolas: 


y 2 


derse es 


ya e 
y=- x 


` Trataremos de averiguar 


si esta curva tiene ma 
tangente para el punto x 
x = 0. Una secente cual- 
quiera trazada desde O a 
un punto P oscila entre 
límites cada vez más ex- 
trechos cuando el punto 
P tiende a confundirse 
con 0.'’Vemos pués que di 
cha secante tiende a una 
posición límite que fá- 
cilmente puede compren 


el eje de la abscisas. Puede verificarse 


desde el anécisis que este resultado intuitivo a que he 
mos llegado es correcto, En efecto: 


£:(0) = lím f(x) = £(0) - 
x-0 


x>0 


y como: 


lím £6). 


x-—0 x X>0 


f'(x) = tg T , tenemos LO) = tg Tr.” T= 
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rc 


na variables. 
Teorema 386 , 
ia derivada del producto de wna constante 
por una función es igual a la constante por la derivada de 
de la función. 
H.- F(x) = cef(x) , además existe f'(x) 


T,= Fix) = ef'(x) 


DA 
Incrementando: 
F(x) = c-f(x) 
F(x +Ax) = cf(x + Ax) de donde: 


F(x + Ax) = F(x) = c f(x + Ax) - f(x) 


F(x +âx) = F(x) =- . f(x + Ax) - f(x 
KX => x 
de donde: 
lím Fà(x +Ax) = F(x) -o lfm ss + 20-20) 
x>0 Ax x-0 


Como por hipótesis f(x) es derivable, existe el lfmite 
del segundo miembro de la igualdad anterior, cuando Áx 
tiende a cero, por lo tanto también existe el límite: del 


primero; luego: 
Ft(x) = ce f'(x) 
Teorema _87.- 


La derivada de una suma algebraica de un nú- 
mero finito de funciones es igual a la suma algebraica de 
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las derivadas de las funciones. 
He- F(x) z f(x) + £o(x) T falc) teeot fm); 


existen £1(x), LO 3r.o..f! (x) para un mis- 
mo valor de xe 


Ta~ TI(x) = fi (x) + f(x) Porsrooot £1(x) 
De,” 


Tierehentando la igualdad de la hipótesis, 
se tiene: 


F(x + Ax) = f(x +Ax) + fo(x + Ax) +...+ £y(x +4x) 


de donde restando: A 
P(x +Ax) = F(x) = £y(x +4x) - r(x) + falx +Ax) = 


falx) + seecae + Ly(x +Ax) - £o(x) 


F(x + Ax) E F(x) Pix +Ax) = fi(x)  fo(x + Ax) - fax) 


Àx j A Ax 


E +Ax) ~- z nC) 


T Àx 


Ya que hemos supuesto que las funciones fy(x), 
Polx), 13(x) e..... Sic. son derivables para un mismo va 


lor de x gada téruino del segundo mienbro de la igual- 
dad aríterior tiene un límite cuando Ax tiende a cero; a- 
hora la suma de estos límites əs el límite del priner 
miembro, de modo aues 

lín 


lím F(x + Ax 1. ZE = f(x) + rya) + 11 ORREN 


X0. 


bien: 
BE Pily) x f A arf t 
ES) = fi(x) + fix) + 2100 teet £1(x) 


o empleando otra notación: 


Derivación de funciones explicitas:.- 2 = 
d E 1 r 
SEa) + fax) + seer Pa(x)]= £IGO + falx) + esee 

l ; ! 
1.1.1 + A). 

Teorema _88,- 

La derivada de un producto de dos funcio- 
nes es igual a la suma de cada uno de los factores,mul- 
tiplicados respectivemente por la derivada del otro, 


He -F(x) = fy(2)*fo(x) ; existen £1(60 y fx). 


To Fl) += 2160-2360 + 16). 


D.- 
Incrementando la igualdad de la hipótesis, 
se tiene: 
F(x + Ax) = f(x + Ax)ofolx + Ax) 
restando: 


F(x + Ax) - F(x) = f(x + Ax) «f(x + Ax) =- fi (x)0f2(x) 

F(x + Ax) = F(x) = f(x +Ax)ofol(x +Ax)- £y(x+ Ax) (x) 
| + f(x + Ax)fo(x) - f1(x)f (x) 

P(x + Ax) = F(x) = £1(x + Ax) [fax +4x) — 220] + 


+ f(x) Tr, ( 
od 


E( Ax) -F(x) Ax) - ) E 
x + 2 x) f(x + ES + Ax) - folx) 


fulx + Ax) -f 
4 Pe NE 


de donde pasando al límite cuando Ax tiende a cero,resul 
ta: 


Derivación de funciones 


lím F(x + Ax) - Go). i 


x>0 Ax Fix) 


es decir 


+ 


Fl(x) = £160)£5(x) 1160) Lo(x) 


Aplicando el mismo procedimiento ^ la función: 


F( x)= f0). fo (x)e£3(x) 
resulta.: ý 


Fx) = PID efa(x) fa (2) + 116027) efa) 


Se puede fácilmente establecer que esta fórmala tiene va 
lidez general, En efecto, ya que ella ha sido es stabis 

da para dos casos particulares (2 y 3 factores) basterá 

empleer la inducción compistas Supongamos entonces que 

ella es válida pere un número n de funciones y apóyados 

en esta suposición demostrarcros que entonces también va 
le para (n + 1) funciones. El propósito costará asf alcan 
zado ya que siendo, la regla, efsvtivaiente válida para 

el caso de dos factores, lo será en virtud de lo último 

denostrado , también para tres, y continuando así sucesi- 
vamente ella velará cualquisra que sea el número de fun- 
ciones. 


Se tiene entonces; 


OE ES +orscos 


AS O EN o 
... o. Moka) . Lx) 
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Te Tao 1 (01,60 ++...£.(02, (0) 


teret P ODEA) ++ eL CO, 160) 


Fa+1(X) E CINES 


Derivando! 
11609 = FCO y, O + 62.16 


reemplazando F nx) y F e por sus valores en función de 
ed Ex)... «260. queda: 


Patos [ftal (x) + HONEN) ereefnla) 


teosest EO EOIR ACO KEETE + 
+ E (DL rre LOs] 6%) 
y efectuando la -uultiplicación indicada: 


ACE TESIS t 1, (017) 4o0os 


cor falx)f p(x) honnsros 1 (x)lo(x) recon. 
... ca COLANT + 2 ()f7bd ett. CEAT 00 


lo que dá la tesis propuestas 


Teorema 89.- A 
La derivada de un cuociente da funciones es 


igual el denominador por la derivada del numerador, inenos 


. : 2 2 E r a 
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el numerador por la derivada del denominador y todo esto 
dividido por el cuadrado del denominador. 


H.o- F(x)= ol 3 folx) # 0, existen £i (x) 


y f(x) 


A 3(x) 


Te- Fix) > a 
£5(x) 
D= 
Incrementando la hipótesis queda: 
reaa e estando con la hipó 
¡A O a 


fı (x + Ax) fı (x) 


E O 


Ex + E - f(x + Ax)f1(x) 


GIL + Âx) 


i 


F(x + Ax) = F(x) 


F(x + Ax) - Elx) 


f(x Ax) o (2) 110601 a(x) +17 601o9(00)-1 a)-f] (20) f(e Ax) 


e ES E £2 X fo(x+ Ax) 
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F(x i = - F(x) a 


£i(x+ Ax)-A1(x) r(x) fo(x+ _f2(x+ Ax)-fo(x) 
Ax Ax 


fo(x)f2(x+ Ax) 


fo(x) 


o. a 


De donde pasando al límite chando Ax tiende 
a cero; quedas: 


£i(x)£, (x)= f 1()f4(x) 
Pa A 
£5(x) 
Teorema 90, 


La derivada de una función inversa de una fun 
ción dada, es igual al valor recíproco de la derivada de 
la función directas j 


He~ Sean y= f(x), x= gly) funciones in 


versas, existe f'(x) además g(y) es con- 
tinua, y f'(x) FO. 


1 


P.- 8! (y) = EN) 


Por hipótesis tenemos: 


= f(x) x = gly) 
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de donde incrementando: 


e(y+ Ay) 


y + Ay = f(x+ Ax) x+Ax 


de donde: 


Ay = f(x+.x) - f(x) — Ax = gly+ Ay) =- ely) 


Por otra parte tenemos: E 


lim EUS Ay) - sly) - g(y) 
t z 
g' (y) Ay=0 A 


pero: 


Ax 


aly+ Ay). Am -= 1 
y 169) - 10) 


Ahora puesto que la función g(y) es continua, lo que in- 
dica que si Ay tiende de cero Ax también tiende a ce- 


ro, tenemos: Ao 


lím gly+Ay)-2g(1)= lím 1 


A y=0 Ay Ax—0 fix + 


o sea: 
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$ gy lO) 


Teorema 91. 

Si y= f(a) y u= P(x), la derivada de 
y respecto de x es igual a la derivada de y respecto 
de u por la derivada de u respecto de X, 


tl 


A y=flu), u= PG) Ms F(x) £[ e)] 


i 


existen y! = f'(u) y u pt(x) 


g 


Po Fe a. 


ds Tomemos la expresión 
u= P(x) 
incrementando 
u + Au E P(x+ Ax) 
restando 
u = P(x+ Ax) - P(x) 
de donde: 


E = Ln Lp ZA = pt(x) + E(x) 


donde £1( Ax) es alguna función de âx “tal que tiende 
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a cero cuando Ax tiende a cero. Muitiplicando la i= 
gualdad anterior por Áx queda: 


Au = P(x + Ax) - P(x) = Ax. P (x) + Áxo E, (Ax) (a) 


Por otra parte tomando la expresión: 


y = flu) 
incrementando 
y+ åy = f(u + ôu) 
restando: 
Ay = f(u +4Au) - f(u) 
de donde: 


n y Eu tdu) i Ta E) = £1(u) + £2(40) 


donde  €2( Au) es una función de Au tal que tiende a ce 


ro con. Au, Multiplicando por Au, resulta: 
Ay = f(x +Au)-f(u) = Au*£'(u) + Au’ €£2( Au) (b) 


reemplazando en esta expresión el velor ya encontrado, en 
la igualdad (a) , para Au, se tiene: 


Ay = f(u + Au) = f(u) = [Ax P'(x) +48 (40)]£1(u) + 


+ [Ax (x) + Ax E ( Ax)| ES Au) (e) 
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Tomemos finalmente la identidad: 


E(x + 2x) - F(x). Aa 
x x 


tomando en cuenta la relación (c) , se puede escribir: 


F(x + Ax) - FG). 
Ax 


[Ax (x)+ Axe Ax) ]0*(50)+ [Ax pt (2)+ Axe Ax)] El Au) 
E Ax 


efectuando la división por Ax, en el segundo miembro queda; 
Ple + bx) - F(x a 

Ax 
= E(u) (0er (u)+ 910) eal Au) (+2 Au) 
Pasando al límite cuendo Ax tiende a cero, se obtiene: 


lfm Elx +80) EGO a prfu)e (a) 


X0 Ax 


o sea: 


Ft(x) = rf q(x) ] 9 (x) 
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Expresión que también couede ponerse en la forma: 


d = d, du 
dx du- dx 


que por supuesto es idéntica a la anterior, salvo la nota 
ción, 


52.— Derivadas de les funciones elementales: Veremos a- 

hora las 
derivadas de algunas funciones, de las funciones de uso 
más frecuente, 


Teorema 92. 
La derivada de la función f(x) = c , donde 
c es una constante, es nula, 
D,- 


Puesto que la función es constante su incre 
mento debe ser nulo, o sea 


Ay=0 dedonde eo 


y luego: 


f'(x) = im ây=0. 
(x) x—0 Ax 


Teorema 93. a 
La derivada de la función f(x) == logx es 


Derivación de funciones explícitas Z 202 = 


D, ~ 
Sea f(x) = log x` 


incrementando 


f(x + Ax) = log(x + Ax) 


de donde 
a f(x + Ax) - f(x) = logl[x +Ax) - iog x 
fíx + Ax) - f(x) = log El £x 
x 
; ; Az \ 
f(x + Ax) - £íx) = logi 1+ 2#. 
A x 7 
luego 


Est Aa) = fho = E 108[ 148) 
amplificando por x 


fla + Ax) = EO a E. l igita) 
x xX S 


x XxX! 


y aprowechando una conocida provielad de los logaritmos ta 
nemos: 


EA AX) mt = liogi + 2) 
Ax x 08 


A X 
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de donde e 
| E 
lfm EA) f(x). lím 1 |. Ax 
Ax-—0 xX Ax—0 mo * xj 
o seas 


f'(x) = > loge. 


En general si se trata de una función compuesta: 


y= logu donde u= ọ(x)>0 


de acuerdo con el teorema ya establecido al respecto, pue 
de anotarse que: 


z = = log e 


o bien 


f(x)=Lx y y=Lu siendo u= (x) 


las relaciones anteriores toman las formas siguientes: 
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du 
d. dx 
=- (u) = < 
dx (Lu) u 
Observación: : 
Nótese que en esta demostración se ha postula 
dæ que: A 
x Ax 
; Xx 1 x 
lim lo; l l+ Ll =} Iim * Xi 
E ZO + yei 
x->0 g 7 Ax j g x-O0 yA Ax! 
Teorema Ghe” 


£ x ; $ 
Si f(x)= 8. sienio a>0 entonces 


f(x) = * 
incrementando 
f(x 4 Ax) E ¿A + Áx 
de donde 


f(x +Ax) — f(x) = a% TAX _ gx 


` 


tle +Ax)- 10 =. A (eL 1) 
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f(x + Ax) - f(x). x2_-1 
Ax Ax 


pasando al límite cuando Áx tiende a cero 


Ax 
lím f(x +! x) Hn aX -1 
22) A IA 


Áx 


de donde: 
f(x) = La 


Si se trata de una función de función, es decir si se tie- 
ne: 


resulta: 


oO sea: 


d. (at) = alL soda 
dx 


Particulermente si la función exponencial tiene 
como base el número e, las relaciones precedentes toman 
les formas: 


(e8) = gudu 


1 z XxX 
f'(x) = e dE 


1 
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- Teorema 95.- 
Si f(x) = x? cualquiera que sea a entonces 


De. r 

- Tomemos la función f(x) =x? , de acuerdo 
con una conocidá propiedad de los logarirmos, podemos es 
cribir 


a 


fix) = x? s ¿alx 


: de donde derivando 


o sea 


: Por supuesto que esta demostración es válida cual 
quiera que sea el nímero a , pués ella no le impone a él 
ninguna condición, 


En cuento a x deberá tenerse x>0a 


o 


Teorema: 96.- 


si f(x) = senx entonces f'(x) = cos Xx. 


Ds 
Tomemos la función 


f(x) = senx 
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| 


incrementemos: 


` 


f(x + Ax) = sen (x + Ax) 


restando: 


f(x +4Ax) = f(x) = sen (x + Ax) - senx 


aplicando una conocida fórmula de la trigonometría; re- 
sulta: 5 


f(x + Ax) = f(x) = 2cos A sen Ex 


luego: 


200 2x t e 
f(x + âx) - F(x) a D A 
Ax $ 


sen Ax 
Ax 2 ? Ax 
2 


m 


pasando al límite, cuando Âx tiende a cero: 


ÀX 
lím f(x+ Ax)f(x) . 1ím 2a+ Ax S 2 2x 
Sd cos LF cos 
Ax—0 Áx Ax—=0 RÍA: 2 


de modo que:» 
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En general si y= senu y u= (x), entons 


ces 
yt = cos uʻu' 

o bien 

d du 

«(sen u) = cos u S% 

TA ) dx 
Teorema 97.e= 

Si f(x) = cos x , entonces f'(x) = = sen X; 
De 
f(x) = cos x 
f(x +Ax) = cos lx + Ax) 

restando 

f(x +Ax) ~ f(x) = cos(x + Âx) - cos x 

Pero como de acuerdo con la trigonometría 

cos(x + Ax) = cos x= -25sen fx sen tx 
luego: 

2x + Ax. Ax 
Âx Áx 
sen ÉZ 
Ex rd 11x) 2 2X TAX p es 
Ax 


x 
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pa RS 
-. l Pi se X 
iim e = lim sen 1 2 
Ax —0 Ax xQ 2 Ax 
2 
f'(x) = = sen x 
Si y= eosu y u =P(x) entonces: 


Aen (cos u) = = sen all 
dx ij dx 


e 


Teorema 98, l 
Si f(x) = tg x entonces, f'(x) = see“x, pa 
“ra todo x donde la función esté definida. 


Do 


La función f(x) = tg x , puede escribirse 
en la forma: 


Pir) 
LA) 


Le 


y derivando 3 
f! (x) pa cos*x + sentx 


cosx 


f! (x) = T 
cos?x 


n 
un 
D 
ü 
N 
Pd 


en general 
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d = sec2u QU 
gaten) secu Ty 


a 


Teorema 99.- ! 
Si f(x) = cotx , entonces f'(x) = cosecê?x 


g 


D.- 
La función f(x) = cotx puede escribirse en la 
forma 
cosx 
= AP. 
£(x) senx 
y derivando 
2 2 
- SEN X» COSTX I} o 
A OS cosectx 
senx . sen*x 


por lo tanto: 
d s 2 du 
g(cotu) = - cosec u'y 


Teorema 100.- 
Si f(x) = seex, entonces f'(x) = secxtgx 

D.- l 7 
f(x) = secx = 


CoSx 


de donde 


= tgx secx 


r _ +FSenx _ senx 1 
f'(x) = ETA E q e TE 
cos“x CosSsx cosx 
Por lo tanto si u = p(x), resulta: 


d ES du 
a secu) = secustgu L 
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Teorema 101.-- 
z Si f(x) = cosecx, entonces 

o f'(x) = - cosecxcotx 

e D.- 1 
Elx) = cosecx Senz 

derivando H —GOSX cosx 1 

= = a = - 

fix E senx. senx cosecx cotx 


y en general se tendrá: 


d du 
“l COSecu) = -cosecu cotu = 
EA ) x dx 


siendo u= (x). 


Teorema 102,- 1 
Si f(x) = arc senx, entonces f'(x) === 
+l- 


H.= f(x) = arc senx; - n f(x)< + 5 ;xž1 


1 
i tiay oa A 
Pe f (x + yl- x? 


l Conviene observar que la función f(x) está 
definida sólo para ~1< x< +1. Su derivada la determ.. 
naremos aplicando el teorema demostrado respecto de las 
funciones inversas. 


- De la igualdad 
f(x) = y = arc senx 


se obtiene: 
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> 


x= seny 


de donde 


A E 
e 


dx + 
“== (08 y = ls senty = X l-ex 


Ahora este radical debe ser tomado con signo positivo, 
pués cosy es positivo en el intervalo consiaerado para y 
en la hipótesis, de donde: 


> 
dx = + 61 qe x2 
dy ' 


Pero de acuerdo con lo demostrado para las funciones in- 
versas, es decir con 


tenemos: 


d > L du 
—(are senu) = e e 
ax + «| a EZ u2 UD 


Teorema 103.- 
Si Fix) = arc cosx, entonces 


Ha 
~ 
pi 
x 
yi 
i 
1 
LA 
ES 
ma 
Ea 
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-l 
Te- fix) Gi immm 


pas 
yl-x 


Sabemos desde la trigonometría que: 


are cos x = 5- arc sen X 


luego: 
(aro cos x) = & iT - arc sen x) 
dx d% | J 
d Eae ai a 
= s=¡(11- (arc se 
care Eos xX) ias er (arc sen x) 


d EA l 
EE (aro cos x) = -= 5 
$ +41 -x 
_ y en general 
d 
— larc cos u) = - -= 4 
Jaa S 


Teorema 104. 
Si flx) = arc tg x, entonces f'(x) = A 
1+x* 


Ho fix) = arc tgx; - U<f(x)< o 


Toe MO. tl 
l+? 
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D.- 
Conviene observar que la función está defini- 
da para todo va or real de X o. SUea entonces: 
y = f(x) = arc tgx 


de donde: 


luego: . 


SE a seo?y = 1 +tgy= 14x? 


SL 
dx 1+x 


a = . du 
gere tg u) FT 
Teorema 105, 2 
si f(x) = arc tg x, entonces f!(x) = = => 
lx 
H= f(x) = are cot X ; o<f(x)< T 


To= f(x) = = t 


Ix? 


D.- 
Sabemos que: 


arc cot x = F -= arc tg x 


de donde: 
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4 js A 
(are cot x) T (arc tg x) 


a AS 
lar t = 
nr di 1+x2 


y si u= Ọ(x) 


d mA 1 du 
£ (are cot u)=— — 2 
dx ( T+u dx 


Teorema 106, 
si f(x) = arc sec x , entonces 


H.- f(x) = arc sec x ; 0<r(x)<3 ; 


WE f(x)<- x z 


To ft(x) = ——— 


Da 
Conviene observar que la función está defini 
de para todo valor de x con excepción de los comprendi 
dos entre (1) y (+1) y que ella puede tomar una infini, 
dad de valores por lo que hemos de limitar su intervalo 


de variación. 
Tenemos que: 


arc sec Xx = are cos 1 
XxX 
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luego: 


` o 


d zaa L 
“=lare sec x) gare cos = 
d E A 
dxlare sec x) = 7 a Io E (+) 
2 
d x — 2L 
are sec x) o5 
la + 
x2 


1 
Xx e - 1 


donde el radical debe ser tomado con su signo positivo, 
debido a su significado trigonométrico y al intervalo de 
variación considerados En general: 


d Z 
qzlero see x) 


da 


d ( = 
(arc sen u) = —__——— 
dx u yu? = T dx 


Teorema 107.= 
Si f(x) = arc cosecx , entonces 


a 
f! (x) = 


D,- 
Basta observar que: 


YT 
arc cosecx“= 2 =- arc sec x 


y la demostración es anåloga a la precedente, 
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53.- Derivada de exoresiones de la forma f(x) =F 


Ciertas funciones de funciones presentan una 
forma bajo la cual su modo de composición no es inme- 


diatamente visible, es necesaria entonces transformarlas 
antes de derivarlas. Tal es el caso de las funciones . uY 


y “Ülogv en las cuales u y v designan funciones de x,Se 
comenzará por exbtresarlas por medio de una base constan 
te, como por ejemplo el número e; se tendrá asi; 


y las derivadas de tales funciones se obtienen entonces 
por medio de las reglas precedentemente dadas. En el pri 
mero de los dos casos indicados suele emplearse frecuen- 
temente la derivada logarítmica que no es otra cosa que 
la derivada de su logaritmo, o sea, del logaritmo de la 
función y, es decir la expresión g de donde se obtiene 


la derivada multiplicando a por ye Así en el 
caso de la función 


y 


ys 


donde u y v son funciones de x, resulta: 


Ly = vLu 


A 
y u 


1 = it] + ut! 
y? =(wLu+v y 


pero como y= u” 


+ u Luv! 
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5h4.— Derivada de exmresiones de la forma f(x,y) = O.-Co 
mo 


ya nemos visto, en el párrafo referente a las funciones, 
la ecuación f(x,y) = O define una de las variables como 
función implícita de la otra. Por supuesto que no trata- 
remos aquí, sino que lo dejaremos para un estudio poste- 
rior, las condicicnes que aseguran la existencia y la de 
rivación de teles funciones. Admitida su existencia la 
determinación de las derivadas de les funciones implíci- 
tas, se efectús sin dificultad. 


; Sea u = f(x,y) una función contínua y uniforme 
de dos variables independientes xX e y. Si se atribuye a 
y un valor constente y se hace variar x, u viene a ser 
una función contínua de x solamente., Si ella admite una 
derivada, ésta se llama la derivada parcial de u respec” 
to de x. Esta derivada parcial 'es así, por definición,el 
límite de la razón; 


flx +Ax,y) - f(x,y) 


Ax 


cuando la diferencia Ax tiende a cero, Es frecuente re- 
presentarla por una u otra de las siguientes notaciones: 


y y 1 
A. Doa) a anna ; g 


Análogamente, considerando x como constante e y coro va- 
riable, la razón: 


E - A 


y 
puede tener un límite cuando y tienda a cero, éste lími- 
te es la derivada parcial de u respecto y. Ella se 
representa por símbolos semejantes a los precedentemente 
indicados, 


Tratemos ahora de determinar la deriveda de la 


4 
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función f(x,y)= 0. Para mayor simplicidad pongamos 
momentáneamente: * 


E 
l 


f(x,y) 
incrementando. 
u + Au= f(x + Ax, y+Ay) 
y restando 
Mu = f(x + Ax, y + Ay) - f(x,y) 
o bien 


u= f(x +Ax, y + Ay)-£(x,y+ Ay)+f (x, y+ Ay)-£(x,y) 


Haciendo tender Áx a cero, resulta: 


du n 04 , òu ¿dy 
dx du òy dx 


Pero puesto que u= f(x,y) = 0 se tiene que: 
ET Luego: 
dx i a 


O = QU + QU, dy 
òx òy dx 


de donde: 


òu a 
dy = ð du 
dx òu òy 79 

oy 


Para lograr esta fórmula hemos supuesto f(x,y) 


continua y zdemás la existencia de òu y = siendo esta 
X y 


última derivada diferente de cero, 
Veamos un ejemplo; determinar la derivada de la 
ecuación Y = y . 


Tenemos: 


dU a yl y du e Ix y 
Òx y 
zi x 
e oo ey 
dx dixe qa 


y amplificando por xy y luego simplificando por w = y* 


YY a. L 
dx 


55. - Derivada de un determinante ~ l/ronskisno.- Conside- 

remos un 
determinante de 2% elementos, en el cual sus elementos son 
funciones de una misma variable, derivables en un interva-= 
lo común (a,b) Así sea: 


Derivación de funciones explícitas 
E Ifaa) f1000 


| fa (x) , fool) 


Desarrollando se tiene: 


y derivando: 


NE POL od 012 O (dal y, (1) 21 


o sea que: 


11,60 a] [£,69 13,60 


A! = + 


MOET ONGEN) 


lo que nos indica que A! es la suma de dos determinantes 
cada uno de los cuales se obtiene del primitivo derivan- 
do los elementos de una columna y dejando la otra inalte 
rable. 


La regla aguí en contrada para un determinante 
de segundo orden, se extiende al caso general por medio 
del siguiente tsorema. ; 


Teorema 108, 

Le, derivada de undeterminante de nê elemen- 
tos, en el cual los elementos son funciones derivables de 
una misma variable en un intervalo común, está dada vor 
le suma de n determinantes del mismo orden,cada uno de 
los cuales se obtiene reemplazando ceda una de las colum- 
nas del determinante dedo por la respectiva columna deri- 
vada, dejando las columas restantes inalterables.. 


Derivación de funciones explícitas . - 222 - 


Supongamos exacto el teorema para un determinan 


.te de (n-1)4 elementos y tratemos de demostrar que enton= 
ces él vele pera un determinante de n? elementos, de acuer 
do con la inducción completa el asunto estaría despachado. 


Consideremos entonces el determinente: 


11 fiz £13 PE E fin 


foi too f3 co.n.noooo.. fan 


fal £32 £33 A f3 n 


A = » . . . x 
fal 0 f3 ETTE A Pa 


: donde los elementos fp g son funciones de una misma veria 
E 2 


"ble x, derivables en un mismo intervalo, Designando con 
Prs el determinante remanente de fi Ss? el desarrollo 


; 3 
de Á respecto de la primera columna será: 


A = fu Pig + fa Po toco? az Pal 


dè donde derivendo resulta: 


A' = fji fu * fulh * fa 


nia f! 


al Pnl * fa Phl 


Por + La Ph + 96... .o 
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o sea! 
At= [Edy Py + y a toc * fa] * 
faa pl, + Taa Piat.ronsat o 1.1 
pude “1d EL EL 14 “nj 


El primer paréntesis es el determinante que se 
obtiene de å sustituyendo cada elemento de la primera co- 
luma por su respectiva derivada, n el segundo parénte- ` 


sisY!, es la suma de n-l determinantes formados según 
la sele que hemos supuesto verificeda para los determinan 
tes de n-1 elementos; si se designan estos determinantes 


con la notación e a B a etc, en el segun- 


do parêntesis están las sumas: 


fil Aa, Loy qe Hori? Lap As 


(3) (3) (3) 
fil Pi * fo Po Fosoosrss? fal Pnl 


(4) (4) 


g 1 fa 21 Forsorr..t fal Pat 


». € e ọọ > 4 9 òè o . è o > a ò 3) è e. |. 


(n) (n) (n) 
fii Pu + fa Pr AE a 


que son los desarrollos de los determinantes que se obtie- 
nen de Á sustituyendo los elementos de la segunda, terce= 
ra, cuarta, etC., columna por su derivada. 


De aquí entonces que el teorema está demostrado; 
demás está decir que la derivación por columas se puede 
reemplazar vor la derivación de renglones. 
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Definición, = 
Habiéndose dado n funciones fy(x),fo(x),+.. 


c.o.o..£,(x) de una misma variable, definidas en un mismo 

intervalo, se dice que ellas son linealmente dependien= 

tes, si es posible determinar n constantes 27 y ao pe» 
..:.., 2 tales que se tenga para todo punto del interva 
lo considerando que: 


2717 (x) taofolx)+, e0.>—>.0..1.. «tanfy(x) = 0) 


Cuando entre las n funciones no existe una i= 
gualdad de este tipo se dice que ellas son lineaimente in 
dependientes. 


Dadas n funciones en estas condiciones, si e- 
llas son derivables hasta el orden n-1 , el determinante: 


re o 
11 (x) PX) conoces f(x) 


. > . 
Y . e. . 
. s . 


eko rD eiD) 


que contiene como elementos del primer renglón las funcio- 
nes dadas, como elementos del segundo renglón sús primeras 
derivadas y así sucesivamente, se llama el determinante 
Wronskiano de les funciones dadas. 


Poř medio de este determinante es posible recong 
cer la dependencia o independencia lineal de n funciones 
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dadas, en virtud del teorema siguiente: 


Teorema 109,- 

La condición necesaria y suficiente para 
que n funciones f(x) 3 fa(x) sr) sean linsal- 
mente dependientes es que su determinante Wronskiano sea 
identicamente nulo, 

56.- Ejercicios propuestos. ” 
1*,- Determinar las derivadas de las siguientes fun 
ciones, con respecto a la variable x. 


alx) = VIF x f(x) = arc sen ma a 
b(x) = L = Eo sec(L aja? + x2) 
a 
x 
ys po TE aE 
d(x) = sen e%+Lx i(x) = arc eos(senx) 


A 


arc noes j(x) 


l 


e(x) L(Ix) 


2*.- Determinar las derivadas de y con respecto a x 
en las expresiones siguientes: 


de EP 
2 = 
tgy= ecos senx ans tg z 
2 mn 
(cosy =(seny FX My = (x+ y) 


y= Ri i y= eare t8y, y, sector” 
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3%,- Caleular las derivadas de las funciones hi- 
perbólicas directas e inversas. 


19.- Derivar f(x) = ex con respecto a x? 
:59.- Derivar f(x) = a S respecto a 
arc senx 
6%,- Deriver f(x) = Lx con respecto a esenxX 
: T 
7°.- Derivar f(x) = arc tg Mr con res- 


pecto a arc tgx. 


ñ 


8%,- Derivar f(x) = arc tg con respecto a 


2x 
1-x 


arc sen 


2x 
i-L 


9°.- Demostrar que si y= eS se tiene 


t= 
y X = xyLx l 
10° .— Demostrar que si y =ybenx+ dana + Jsenx +..., 
; t = _L05X 
se tiene que y Tr =1 


a. e 


11*.- Calcular la derivada de f(x) = senx estando 
x expresado por grados sexagesimales, 


12*,- Derivada de f£(x)=LLLL,....L(Ix), donde la ex- 
presión contiene n logaritmos, 


13*,- Derivada de la función y= loga siendo a>0 
y 0<xžl. Í i j 
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11,2 ,- Calcular la derivada del determinante 


X A E 
A = x? 1 
la l1 æ 


15.- Dado la función 
12 kg T xžo 
Xx en -u - ara 
E (x Di D $ xf1 
f(x) = 
O para x= O y para x= 1 
indicar si ella tiene derivada en los puntos x = O y x=1 


16%,- Calcular la derivada de la: función 
i 


f(x) = 
10 para x=0 


x arc tg $ para xo 


17%.- Calcular la derivada de la función 


0 para x=0 
f(x) = 
x 
ps para xñfo0 


1 +t 
18° .- Deriveda de la función 
; : 
T 
e 


. f(x) = 


a 
h 
o 


0 para 


en el origenes 
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19°.- Demostrar, sin derivar, que las funciones 


l+ x [a + x 
lex Y EE 


f(x) =L ) tienen la misma derivada, 


20%.- Calcular la derivada de la función 


t(x) = te ia 
(x) = arc Ez 


y aprovechar el resultado para demostrar que 


aro tg 2 


= arc tgx+ arc tga. 


y, (2l. Si P(x) y V(x) tienen derivadas P'(x) y 
Y"(x), demostrar que la derivada de la función 


Le e (x) + Y(x) 
OEE E 


con respecto a XxX, es 


ft (x) = Deco 1 + vo) 
Ea 1 +4) 


22*,- Demostrar, sin derivar, que la derivada de la 
función 


f(x) = cosx(1 + tgx:g5) 


es nula, 


23*.— Idem para la función f(x) = ote cosx 


cotêx = cos?x 


24*,- Determinar ajz, 32, a3seseeeesän, de modo que 
la derivada de la función 
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z -l -2 x 
f(x) = (x? + ajx” + agx” B LS anje 
sea igual a: xe” 


25%, Determinar los números ajs ap, Garros» anə 
de modo que la derivada de la función: 


T E A S ân-2 292) 
f(x) ea A ež 


sea de la forma 


a 


f(x) = a + a e 


26%,- Un móvil recorre una circunferencia, deter- 
minar en que posición del primer cuadrante el arco crece 
dos veces más rápido que su ordenada. 


27°.—- Un hombre cuya altura es 1,8 m se aleja de un 
foco luminoso situado a 3 m de altura con una velocidad 
de 6,5 Km/horas Con qué velocidad se mueve la sombra de 
su cabeza, 


28%.- Los rayos del sol forman un ángulo de 30% con 
el horizonte. Una pelota se deja Caer desde una altura i- 
gual a 19,6 m, Se vide la velocidad de la sombra de la pe 
lota en el instante en que ella toca el suelo, 


29.- Cae agua en un tiesto semi-esférico de 35 cm 
de diámetro con una velocidad igual a 5 crd/seg. Se pre- 
gunta la velocided con que sube el nivel en el momento en 
que el agua desborda, 


302.- Una solución se vacía en un filtro cónico, de 
6 cm de radio y de 24 cm de altura, con una velocidad de 
2 cm/seg. Sabiendo que ella escurre a razón de l c9/se- 


ò 
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con que velocidad sube el nivel de la solución en el 
instante en que ella llega a un tercio de la elture? 


o 
G 


31*.- Un ángulo crece con velocidad constent, Demos 
trar que la tangente y el seno de dicho ángulo crecen 
con la misma velocidad cuando el ángulo es nulo y que la 
tangente crece ocho veces más rápido que el seno cuando 
el ángulo es de F radianes. 


32%,- Demostrar la independencia lineal de las fun- 


. 5 > bx 
ciones: ES ze, xex y e ` 


33° .- Demostrar que las funciones xCOS*x, JÉcos tx, 
X»coshx y x son linealmente dependientes y determinan 
los coeficientes de le ralación. 
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CAPITULO VIII 


y 


PROPIEDADES DE LA DERIVADA DE FUNCIONES 
DE UÑA VARIABLE REAL. 


p . 
a 


57.- Función creciente y función decreciente en un punto.~ 


Dada una función y=f(x) de una sola variable di- 
remos que ella es creciente en el punto x = c, si existe 
un intervalo (e-h,c+h) en el cual se tiene: 


f(c-h) < f(c)< £(crh) 


An£logemente se dirá que la función es decrecien 
te en el punto x = e, si existe un intervalo (ohy cth) 
tal que para todo punto de él se tenga. 


eloh) > f(c)> £(c*n) 


Teorema 110.= Sea f(x) una función con derivada distin- 
ta de cero en un punto ez si ft(c)>0 la 

función es creciente en dicho punto, si £'(e)<0 la fun 

ción es decreciente en él, : 
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De~ 


La demostración la haremos suponiendo que 
f'(c)>0, en el caso contrario la demostración es anélorr.. 


Por definición tenemos que: 


ft(e) = 10m f(cth) - £(c) 
h 


h=>0 


lo que de acuerdo con la definición de límite puede expre- 
sarse diciendo que: 


f(c+h = fle) rue l<e para todo O0<|h=0|< a 


siendo € un número arbitrario positivo. O bien expresán 
dolo de otra manera 


f'(c) std SO +€ 
para todo h tal que 0<|h - 0O1< 9 


Ahora puesto que f'(c)>0 y € es arbitrario y 
por consiguiente tan pequeño como se quiera, se tendrá 
que 


Elerh) = fle) > 0 para O<1ih =- 0|< » 


y por consiguiente si h>0 se tendrá necesariamente 


f(crn)> £(c) 
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y si h<O | 


Elon) (c) 
O sea que en (o, e+h) se tendrá 
S f(e )< £(c+hn) 
y en (xo - h,c) 
f(c)>£(c-_h) 


y finalmente de acuerdo con estas dos “últimas desigualda” 
des se tendrá que en (c-h, c+h) A 


Plen) < f(0)< £(crh) 


Teorema (de Rolle) lll.» -Sea la función f(x), continua 
en el intervalo (a,b), que se anula para x= a y para 

x= b, si ella admite una derivada finita o infinita para 
todo punto del intervalo (ayb pueden ser excluídos), es- 
ta derivada se anulará a lo menos en uno de los puntos com 


prendidos entre a y be 


H.= f(x) continua en (a,b); f(a) = f(b)=0 ; 
existe f!(x) en (a,b) 


En efecto siendo f(x) continua en (a,b) ella 
admite una frontera superior M y una frontera inferior 
m, es decir ella admite en el intervalo (a,b) un valor más 


a 
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grande M y uno más pequeño m. Dintinguiremos dos casos: 
.1%, Si M y m son ambos nulos (M = m = 0), f(x) será 
igusl a cero en todo el intervalo (a,b), ella es pues una 
constante M en tal caso su derivada será siempre nula, lo 
que demuestra el teorema. 2°. Si al contrario Mom es 
diferente de cero, la función f(x) tomará este valor más 
grande (o más pequeño) para algún valor c de x comprendido 
ES ay be Se tendrá entonces que ft(c) = 0; pues de 

tro modo siendo ft(c)>0 ó f'(e)<0 la dd será res 
o ctivamente creciente o decreciente en el punto œc Y por 
lo tanto no será en ninguno:de los dos casos ni el más gran 
de ni el más pequeño valor supuesto. 


Corolario.- À ! 

Si una función f(x) continua en un intervalo to= 
ma el mismo valor para los puntos*'x= a y x= b; su deri- 
“vada se anula a lo menos en un punto e comprendido entre a 
y b. 


En efecto la función f(x) - f(a), que tiene la 
misma derivada que f(x), se anula para x = a, y para x = b. 


58,- Irterpretación eométrica del teorema de Rolle.- La 
Irna 
terpretación geométrica del teorema de Rolle es la siguien 
te: sea el grá 
fico de f(x) u 
na curva conti i 
nua que posee 
tangente para 
todos sus pun 
tos, exceptuan 
do tal posibi- 
lidad en los 
puntos à y B, 
los cueles es 
tan a la. mis- 
ma altura so- 
bre el eje de 
. las x (corola 
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rio). 


En tales circunstancias existe a lo menos algún 


punto e de la curva:en el cual la tangente a ella es pa- 


ralela al eje de las abscisas, 


Puesto que ft(x) puede ser 


infinito, el gráfico puede tener puntos de inflección con 
tangentes verticales como en el punto P indicado en ola 


figura. 


| 
| 


Si f'(x) no existe en algún punto del intervalo 
(a,b) el teorema no es necesariamente verdadero, como lo 
muestra la fig . 


AS E 
Sy 
A 


i ; 1 : 
A E E A E 


A 
o 


Si f(x) no es conti 
nua en (a,b) no es 
tampoco necesariamen 
te verdadero como lo 
indica la fig. 


Teorema 112* ¿e 
Sea f(x): 
una función continua 
en el intervalo (a,b) 
con derivada en todos 
sus puntos pudiendo 
exceptuarse a y b; en 
tonces para algún pun 
to c comprendido en 
tre a y b se tiene: 


2(b)-£(a) = (b=2)£ t (c) 


H.- Sea f(x) continua en (a,b); existe f'(x) en 


(2,b)5 


> 


Te- 2(b) — f(a) = (b - a) file). (ace<b) 


ES 


D p 


4 


Consideremos la función auxiliar: 
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$ (x) = (ba) [£(x) - £(a)] - (x-a) [£(b) ~ £(a)] 


que será continua y tendrá una derivada única en (a,b) ya 
que tal cosa ocurre con la función f(x) por hipótesis, Es 
ta función además se anula para x = a y para x = b; de don 
de en virtud del teorema de Rolle su derivada: 


pr) = (b-a) f'(x) - [£(b) - £(a)] 


se anulará para algén valor c de x comprendido entre a 
y b, es decir 


pt(c) =0 estando a<c<b luego: 


O = (b=a) £!(c) - [£(b) - f(a)! 
© bien 
f(b) - fla) = (b-a) f'(c). 


Esta relación entre el incremento de f(x) y el de la va- 
riable x, lleva el nombre de fórmula de los incrementos 
finitos. A menudo suele darse a ella otra forma, Reem- 
._placemoz a porx y b por x+ h, entonces cĉ, que es 
tá comprendido entre x y x +h podrá escribirse en la 
forma x + Oh, siendo @ un número mayor que cero pero me 
ñor que 1, Entonces se tiene: 


f(x+h) = f(x) =h f'(x + 0h) 


La fórmula anterior no supone que a deba ser menor que. b, 

pues también podría haberse razonado en igual forma sobre 

el intervalo (b,a); de acuerdo con esto h tiene signo 
cualquiera. La fórmula de los incrementos finitos es una 
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de las fórmulas fundamentales del Cálculo Diferencial ya 
que ella se utiliza en la demostración de numerosas cues 
tiones. 


59.” Interpretación geométrica del teorema de los incre» 

- mentos finitos.” Sea y = f(x} una función continua 

y definida en un intervalo (a,b) 

y tal que tenga derivada en todos sus puntos (ayb pue 
den ser ex- 
clufdos). Sea 
la curva in- 
ditada en la 
Figura su re 
presentación. 
La dirección 
de la cuerda 
A B, está da 
da por; 


= A 


e. 
” 


a 
Sa 
eS 2 


-=e A e 


AS 


lA 


> + —o 


DB „ f(b) — f(a) 
tg? s D” 


b-a 


Ahora el teorema de los incrementos finitos establece que 
sobre el arco AB existe un punto C de abseisa c, tal 
que la tangente trazada a la curva en dicho punto es para 
lela a la cuerda AB; estando a<c<b, De modo que hay 
un c tal ques 


tgè = £i(c) 


' de donde por comparación 
se obtiene: 
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£b) = fla) = fi(c) 


Cuando alguna de las condiciones que aparecen 
en la hipótesis de este teorema, no se cumple, el punto 
c puede no existir, como se observa en las figuras sie 
guientes: i 


DA a A AS 


L 


A 


RR NE 
O loro or mo 


e 
t 
i 
( 
l 
1 
t 
2 
l 
a 


En el primer caso la 
función no es continua en 
el intervalo (a,b). En 
el segundo y en el tercer 
caso la derivada no exis 
te en algún punto de (a,b) 


Veremos ahora algunos 
teoremas de deducción in- 
mediata y de gran utilidad 
en nuestros estudios pos 
teriores. 


- i a a 


S 


Teorema 113. 


Si f(x) es una función continua en (a,b), 
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de derivada constante en (a,b) es decir f'(x) = p enton= 
ces la función es: de la forma: 


TA) SE PRA 


donde q también es una constante. 
D,- 
Sea x aun punto del intervalo (a,b); la 


función f(x) satisface las condiciones del teorema de los 
incrementos finitos en el intervalo (a,x). De modo que: 


flx) =- f(a) = (x-a) f'(c) siendo a< c< xX 


por hipótesis tenemos 


fc) =p 
de donde 
£(x) = f(a) + (x-a) p 
f(x) = px + f(a) - ap 
y llamando 
q = f(a) - ap 
queda 
f(x) = px +q 


Ahora puesto que por hipótesis, f(x) es conti- 
nua, la igualdad establecida es también válida para x = a. 


Propiedades de la Derivada - 240 - 
Corolario.- 

si f(x) es continua en (a,b) con derivada nu. 
la en dicho intervalo, entonces f(x) es constante en (a,b) 


. En efecto de acuerdo con el teorema anterior te 
nemos: 


f(x) =px+aq 

pero como aquí 
p= fix) =0 
queda ` 


f(x) = 9. 


Teorema Jl1p0 
Si dos funciones f(x) y P(x) tienen deri. 


vadas finitas e iguales en el intervalo (a,b), entonces 
ellas no difieren sino en una constante, en dicho inter- 
valo. 


D.e A .» 
Consideremos la función 


F(x) = f(x) - (0) 
su derivada es 


F(x) = £1(x) - pr(x) 


constantemente nula 
por hipótesis, de ahf entonces, que em virtud del corola” 
rio anterior, la función sea contante, es decir: 


F(x) = f(x) - P(x) = p 


de donde 
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f(x) = p(x) + p 


Este teorema es el teorema'fundamental del C£l- 
culo Integral, en el cual se trata de encontrar todas las 
funciones que tienen una derivada conocida. De acuerdo 
con este teorema se ve que el problema estará resuelto co 
nocida una de las funciones, pues las otras se deducen por 
adición de una constente. 


Teorema 115. E 

Sea f(x) una función continua en (a,b) de 
derivada finite o infinita en tal intervalo, pero no cons 
tentemente nula, En tales condiciones f(x) es monótoma 
creciente en (a&b) si f'(x) es positiva y monótona decre 
ciente si £fY(x) es negativa, 


Dem 


Sean X] yx, dos puntos del intervalo 
(a,b) de modo que: 


ax] <xg b 


De acuerdo con el teorema 
de los incrementos finitos: 


£(x2) = f(x) = (x2 - x1) £'(c) X< c< xp 


Puesto que x2>X], tenemos X, =x>0 además 
f(c) tiene un signo, cuando ella no es cero; se tendrá 


£(x2) - £(x1)>0 para £'(e)> O 
f(x) = Hxpp<o | para £1(8)<0 


A 
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lo que demuestra la tesis ya que hemos dicho que 


O 

Hemos establecido que cuando la derivada de 
una función es positiva en un intervalo, la función f(x) 
es creciente en un intervalo. La proposición recípr*osa 
de esta, o seas Si una función es creciente en un inter- 
valo su derivada es positiva; es falsa, en efecto basta 
considerar un ejemplo: sea la parábola cúbica y = x3 en 
el intervalo (~l, +1), tal función es creciente en disho 
intervalo, sin embargo su derivada en el punto x = 0 es 
nula. Geométricamente considerada la situación se vé que 
la curva presen- 
ta en O un punto 
de inflexión, la 


Teorema 116, 


tangente a le cur 
va en dicho purto 
se confunde gon 

el eje de las abs 
cisas. La conclu 
ción extricta que 
corresponde a ee- 
te caso es que: 


.IUx)>0 


Sean f(x) y P(x) dos funciones continuas 
en el intervalo (a,b) con derivadas determinadas y fini- 


tas para todo punto de dicho intervalo.. 


=p ent 


Si las dos deri 


PANA LN y E 
vadas f'(x) y p*(x) no se anulan simultáneamente en 


(a,b) y si además Qla) # P(b), 


fib) — fla ai C: 
O = PHe 


se tendrá: y 


a<cce<b 
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D,- 
Tomemos la función F(x) definida por: 


P(x) = 269[ 7) al -9(x) dea) - 2(a)] 


Se cbserva sin dificultad que ella toma el mismo valor pa 
ra x*a y x= b, en efecto 


F(a) = F(b) = f(a) P(b) —P (a) £(b) 


de acuerdo entonces con el corolario obtenido en el Teore 
ma de Rolle, la derivada de esta función se anularía para 
algún valor c comprendido entre ayb. Así: 


r(e)=r(0)[P(0)-%Aa)] Pc) [£(0)-£(a)] = O eon a<c<b 


Ahora en esta igualdad Pt(c) no puede ser nulo, pues si lo 
fuera también debería serlo fc), ya que. (b)= (a) ž 0, 
lo que sería contrario a la hipótesis, de «quí entonoes que 
dividiendo por pi{e) y por P(b) - Pa), resulta: - 


E] = O) con a<c<b 


Observación. 

Si qt(x) no se anula para a<x<b, tampoco 
se podrá anular > en (a,b) de acuerdo con la igual- 
dad (a); ademés. también se verifica que P(a) # P(b), pue: 
si (a) = 9 (b) la derivada Q*(x) devería anularse en vir- 
tud del teorema de Rolle. 


Esta fórmula se conoce con el nombre de fórmula 
de Cauchy y la de los incrementos finitos ne es sino un 
caso particuler de ella, en efecto basta hacer en ella 
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(x)= x 


Teorema 117. 
"Si f(x) es continua y derivable en un in- 
tervalo (a,b), £ft(x) no puede pasar de un valor a otro 


diarios, 


D,- 

Consideremos primero el caso en que f'(a) 
y f'(b) sean de signos contrarios; nosotros afirmamos 
que f'(x) sé añula para algún valor comprendido entre a 
y b. En efecto, supongamos ft(a)>0 y £f'(b)<0; de 
acuerdo con esto el mayor valor de f(x) no puede estar 
ni en a ni en b, El estará en algún intermediario €, 
en donde se tendrá ft(c) = 0. 


Pasemos ahora al caso general, sea p un núme- 
ro comprendido entre f'(a) y f'(b); la función f(x) 
f(x) - px tiene sus derivadas de signos contrarios en a 
yb, De donde, de acuerdo con el razonamiento anterior, 
existe un punto intermediario c tal que: f'(c) -p”=0 
y por consiguiente, f!(c) = pa 


Esta propiedad enunciada en el teorema, perte= 
nece a las funciones continuas pero no las caracteriza. 


60.- Ejercicios propuestos. - 


le~ Demostrar que si la función f(x) tiende ha” 
cia infinito cuando x “tienda a un valor finito a, la 
derivada f'(x) no puedé tender a un valor finito cuando 


e dbi ana lnal a 


xX vienas nacis âs 


2,= Calcular y= sen 31° con dos decimales 
exactos. Aplíquese la fórmula a los incrementos fini- 
tos. 


3. Determinar una función f(x) tal que 
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Sa f(y) = f(x + y) admitiendo la existencia de 
f'(x 


tenga para todo x e que 


TES X) = 2 Eo Eo 
2 f(x) + fly 
Se admite la existencia de f'(x). 

5, Demostrar que si en la fórmula de los incre 
mentos finitos se hace tender h a cero dejando x fijo, 
resulta que € tiende a 1/2, 

b.- Si f(x), P(x) y V(x) son funciones 
continuas que admiten derivadas en el intervalo (x,x+th), 
demostrar que: 

£(xeh) (x+h) (x+h) 
f(x) (x) (x) | =0 


ft(xen)  '(x+0h) t (xh) 


Te” Demostrar que si se tiene 


ao al an-i 
ceras raro ate + = 3 4 
=T + = EE 3 al O entonces 


la ecuación 


ay + apo + o.oor.o  Ay.]Xtay FO 
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tiene a lo menos una solución entre cero y uno, 


8,- Demostrar que si f(x) tiene una derivada 
f'(x) en el intervalo (a,b) tal que si a<c<b resulta 
lim f(x) = l, entonces f'(c)= 1 
X=cC 


9. Demostrar que una función es creciente en 
un intervalo cuando ella es creciente en todo punto de él, 
(Ver párrafo 27), 


10, Demostrar que la función f(x) = Lx no es 
función racional, 


11,» Demostrar que una función es creciente en 
un intervalo cuendo ella es creciente en todo los puntos 
de el. Cómo podrá «subsanarse la dificultad que se pre- 
senta en los extremos del intervalo? 


- 000 «~ 


CAPITULO IX 


DIFERENCIALES Y DERIVADAS SUCESIVAS 


ó6l.- Función diferenciable,- Hasta aquf hemos repre» 
sentado la derivada de la 
función y = f(x) por la notación : 


t dy 
f'(x) =k 


y hemos insistido especialmente en que el símbolo E 


no debe ser considerado como una fracción ordinaria con 
dy como numerador y dx como denominador, sino como 
un simple símbolo que designa el límite del cuociente 


AL cuando Áx tiende a cero. Es conveniente sin embar 


go dar una significáción a dx y dy separadamente, ya 
que tal cuestión es de mucha utilidad en numerosas tucs- 
tiones prácticas. A continuación indicaremos como es 
frecuente proceder. 
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Una función f(x) se dice, por definición, di- 
ferenciable en un punto x si ella es finita y determi 
nada en los alrededores de ese punto, y si, dando a x 
un incremento arbitrario Ax , la diferencia o :incremen”. 
to Áy correspondiente a la función se puede expresar en 
la forma: 


y= A-Ax + €. Ax (a) 


donde A es una cantidad independiente de x y € una 
cantidad que tiende a cero junto con Ax. El primer tér 
miro del segundo miembro de la igualdad anterior, toma el 
nombre de diferencial de y denotándose por la expresión 


Also Ja mada mira mama dal mm 
uy s e moao MUC pvi aei 


dy = A4*Ax (b) 


- 


Ahora de la igualdad (a) se obtiene: 


X= are 
Ax 
de donde 
lfm Ay = 
Axmr0 Ax E (c) 


lo que prueba que si la función f(x) es diferenciable, 
f'(x) existe y tiene un valor finito A. Recfprocamen=- 
te, si f'(x) existe y tiene un valor finito A, la e- 

cuación (a) tiene lugar por definición de la derivadas 
De donde deducimos que la condición necesaria y suficien 
te para que la función f(x) sea diferenciable en el 
punto x es que ella tenga, en ese punto, una derivada 
finita y determinada, Se tiene en este caso de acuerdo 
con las relaciones (b) y (c) que: : 
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dy = £1(x) . Ax 


Vemos pues que la diferencial de una función es el produc ` 
to de su derivada, supuesta existente y finita, por una ” 
diferencia arbitraria Ax atribuida. a la variable inde- 
pendiente. 


Teorema _118,= 
Sea y” f(x) una función con derivada fi- 
Hita y diferente de cero en el punto (x,y), entonces si 
Ax tiende a ceroy la razón entre Ay y dy tiende a la 
unidad. 
DE 
Se tiene por definición de derivada que 


LL = f'(x) + e(Ax) 


donde €(Ax) cs uns función de Ax que tiende a cero 
junto con Ax. Dividiendo la igualdad por f!(x) que es 
diferente de cero, se tiene: 


Az A ue 
f'(x)». Âx l+ f'(x 


o sea 


y luego 
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lfm Ay = 1 
Ax 0 dy 


ya que €E(Ax)ticnde a cero junto con Ax y además ft(x) 
tiene un valor finito y distinto de cero; 


De aquí se desprende que, cuando Áx tiende a 
cero, Ay y dy son dos cantidades suceptibles de ser 
sustituidas la uno por la otra, por supuesto, bajo las 
condiciones ye establecidas. Sin embargo es conveniente 
observar que muy a menudo es necesario no confundirlas, 


Para hecer la notación más homogénea es costum 
bre reemplazar Ax, por el símbolo dx, en la expresión 
de dy. Nosotros tenemos entonces: 


dy = f'(x) « dx 


De donde la diferencial de una furición es igual 
“al producto de su derivada por la diferencial de la veria 
ble independiente, 


Dividiendo por dx se encuentra: 
3Y = fix 
Re (x) 


O sea que la derivada de una función es igual a la razón 
de la diferencial de la función a la diferencial de la 
variable independiente. 


62.- Interpretación geométrica de la diferencial.= Con- 
side 
remos la curva representada por la ecuación y = f(x) y 
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designemos por MX y MY «los puntos de la curva que tienen 
por coordenadas (x,y) , (x+Ax, y+Ay)o Tracemos MP 


A 


y N'P! perpendiculares a Ox y MH paralela a Ox; sea T 
el punto de encuentro de P'M! con la tangente a la curva 
en M. Tenemos así; 
x = OP y >= PM 
x + Ax = OP! y +Ay = PIM! 
y por consiguiente: 
Ax = PP! = MH Ay = HM! 


Designando, como siempre, por Z el ángulo que forma la 
tangente a la curva en M con el eje de las abscisas tee 
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A AS 


nemes: 


tgz = E 
de donde 

HT s MH-tgl 
pero como 

tgč = f'(x) 
queza 


HT = f(x). Ax = dy 


O sea la diferencial de f(x) es igual al incremento de 
la ordenada de la tangente a la curva y= f(x) cuando se 
pasa de la abscisa x del punto de contacto a otro punto 
de abscisa x + åx, 


De acuerdo con esto, la diferencial de dy pue 
de ser considerada como el valor aproximado de Áy que 
se obtiene reemplazando la curva y = f(x) por su tangen 
te en el punto (x,y) 


63.- Diferencial de una función de función. Sea y= f(v; 
ua función 
en la cual u es una función de la variable independi.en- 
te x; sabemos que: 


y = £'(u)a us 
y por lo tanto 


dy = f'(u) ulrdx 
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y como 

du = uledx 
resulta 

dy = £!(u) du 


Vemos pues que la fórmula que nos dá la diferencial dy 
es tal cual si u fuese la variable independiente. Esta 
es precisamente une de las ventajas de la notación dife- 
rencial; en efecto con la notación de las derivadas se 
tiene que: 


y! a £1(x) y $ £'(u)«ul 


según que y esté dado directamente en función de-x , 
o que y dependa de x por otra función intermediaria 
u. Con la notación diferencial el asunto se simplifica, 
se obtiene simplementes 


dy = £1i(x) dx o dy = fi(u) du 


Gh. Derivadas y diferenciales sucesivas.- Sea y” f(x) 

una función u 
niforme de la variable real x, que tiene una derivada ` 
en un intervalo» Si esta nueva función y' = f'(x), edml 
`. te una derivada en un punto x , esta nueva derivada se 
representa por uno de los siguientes símbolos: 


y" 3 t(x) ; Dy 


y se la llama derivada segunda de y . De ígual modo, la 
derivada tercera de y es la derivada de y", Ella se 
designa por y!!! y f(x), Dy , Continuando así se 
tiene que: la derivada de orden n de una función es la 
derivada de la derivada de orden (n=l) de ella y se repre 
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senta por yÍn) ; ema); Dy. 


Sí para definir las derivadas sucesivas de una . 
función en un punto a se considera solamente los valo- 
res de la variable x que son za , se obtienen las de 
rivadas sucesivas "a la derecha" del punto a. Se ob- 
tiene la derivada "a la izquierda" del punto ay benan 
do x<a. é 


Es necesario observar que, de acuerdo con es= 
tas definiciones, la existencia de una derivada finita * 


Dy en un punto x, exige la existencia de una derivada 


finita paty y determinada en los alrededores de x,y 


continua en ese punto, y por lo tanto la continuidad de 
la derivada de menor orden en loa alrededores de ese 
punto. 


Si dy es diferenciable, su diferencial es 
la iia segunda de y"; ella se denota por 


d(dy) = a? Ye Esta nueva diferencial depende de la rela 
ción que se desea establecer entre la variable x y su 
diferencia Ax o dX., Si esta diferencia es la misma pa- 
ra todos los valores de x y la misma aún en las diferen 
ciaciones sucesivas, ella debe ser tratáda como una cons 
tante y en tal caso se tiene: 


d?y = d(dy) = d [f'(x)dx] = [f"(x)dx] dx = f"(x)dx? 
análogamentes 
dy = alay) = af[f"(x)ax®%] = Lena jax = M6Ja: 


y así en general: 


My = ¿Man 
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de donde resulta que; 
E 


f'(x) >» cx ; Mx) = E A so ias 


O sea que: la derivada nésima qe una función es igual 
al cuociente entre la diferencial pesima de la función y 


la potencia pésima de la diferencial de la variable in 
dependiente, tomada cono constante respecto de Xe 


Tenemos pues aquí una nueva manera para expresar 
la derivada de cualquier orden de una función, notación 
que es una de las más generalmente empleadas 


Observación,- 

La condición que dx sea constante respec- 
to de x no impide que dx pueda variar desde otro pun= 
to de vista. ¿Así puede hacerse tender dx a cero, siem- 
pre que tal cosa se haga para todos los valores de x al 
mismo tiempo y de la misma manera, 

65,- Derivadas pésimas de algunas funciones.= La deter 
minación 

de una derivada de orden cualquiera para una función ele 

mental o compuesta no presenta, a parte de la longitud de * 

los cálculos, ninguna otra dificultad, siempre que el or-- 

den sea dado numéricamente, Si se desea expresar la deri 


.os 
vada neSMa en función de n, quedando n arbitrario, el. 
problema es més difícil; sin embargo, para algunas funcio 
nes elementales; la solución es simples 


Derivada nésima de f(x) = x” - Se encuentra fácilmente: ` 
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f'(x) = m xml 
mm1) x? 


4 


(0) 


A A ena 


Suponiendo n entero y mayor que cero esta de 
rivada se reduce a: 


ALO si m=n 
O si n>m 
Derivada pésima de f(x) = Ix .- ` 


De acuerdo con la cuestión 
precedente, se tiens: ; 


Mu) = DH xl) = (-1)(-2) csse (-01) x” 


o sea: 


r(x) = ae p 
xX 


Derivada nésima de f(x) = a*.- 


Se tiene: 


£1(x) = ala 
f"(x) = ata 
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t(n) (x) = aa 
E 


Particularmente DiX*=e*, 


Derivada nes de f(x) = sen x: 
- Se tiene: 


f'(x) = cos x= seníx + > 
r 
f(x) = - sen x = sen(x + 2>) 


- 


10) = sen (x+n. 5 


Derivada nésima de f(x) = cos x: ; 
En forma análoga al caso 
precedente se encuentra sin dificultad que: 


D?cos x = cos (x +n 5) 


Tenehos: 


Diferenciales y derivadas sucesivas ia 
de donde 
¿ Es 
Daro tg =D. += l 
l + x? 


pero como: 


resulta: 


palby Le (a): [CD = e] 


gl ar ma) t| —  . dm] 


2i | (4) (x+i)?] 
Con el fin de eliminar los imaginarios, pongamos: 


x-i = p(cos P- i senf) de donde: 


p= Vie Y = are cot x 


así: 


E 
th A (cos P+ i sen?) 


. 
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Lt nl (cos P= i sen?) 
xi p 


-y de acuerdo con la fórmula de Moivre . 


l . cos nẸ?+ i sen nf 


(x-i)® pa 


L a cos nF- i sen nQ 


(x+1)1 pr 
Por consiguientes 


pel = (qm (n-1)1 sen nP 
l+x? pa 


L ps cd t g 
Dare tgx= an” 1 Lt sen (n are cot x) 
(1 + xê)? 
66.- Diferencias finitas.- Si se dáa x un incremento 


Áx, la función continua f(x) 
toma un incremento 


<< 
Ay =Ar(x) = f(=+Ax) - 1(8  - 
que llamaremos primera diferencia de f(x). La diferencia 


de la primera diferencia, es la segunda diferencia; ella 
se representa por A*y = A2f(x) y de este modo puede con 
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tinuarse con la diferencias tercera, cuarta, etc, Así to 
mando la diferencia Ax independientemente de x se ób- 
tiene: 


Alr(x) = f(x+2A) - 2 f(x+Ax) + f(x) 
A 3f(x) = f(x+3 Ax) = 3 f(x+2 Ax) + 3 £(x*+ Ax) - £(x)" 
y en general: 


Anf (x) = £(xen Ax)= ( ane nel. Ax)+ Djela mas Axe... 


eere + CDH EOS 


lo que también puede escribirse más brevemente ponieńdo: 
ken 


Meo) 7 (DË (B) rente Ax) 
k=0 i 


z 


Existe entre les diferencias sucesivas y las derivadas su- 
cesivas de una función f(x) una relación importante; es 
lla es: 


AP) = po, +0, Ax) 0<8,< n 


o bien 


s ne(x) Saa Hi + n0 Ax) 0<9<1 
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Sólo se ha hecho 04= NM, Para n= 1 la 


fórmula es exacta ya que no es otra que la fórmula de los 
incrementos finitos, Veamos ahora para n= 2, 


Ante todo notemos que: 
Lar =Af'(x) 
dx 


en efecto: 


Zara) > ¿[nx +8x) - £(x)) = £'xebx)=ft() 
= Af!(x) 


de aquí se sigue que cualquiera que sea n entero y po- 
sitivo se tiene: 


Ahora para hacer más comprensible la demostración hagamos: 


Ar(x) = 9 (x) 
de donde 
Af (x) = Pr (x) 


y de acuerdo eon 
el teorema de los incrementos finitos: 
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A2f(x) =AP(x) = Par Ax) - p(x). = Ax. P!(x+01 Ax) 


o sea 
A?f(x) =Ax* Art(xr01.Ax) o< 9!<1 


pero de acuerdo con el 
mismo teorema: : i 


Af'(x+0'Ax) = RTE A x3! Ax) = f'(x! Ax) 


1 


= Axe Ex rs) $ Ax) 0<8]< 1 ' 


luego: Aela) = Ax. Áx £(0 707 + Ax) 
y poniendo: 9! +91 = % 
ALT (x) = Mx T"(x10,* Ax) 0<8,<2 


Para concluir la demostración usaremos la inducción com- 
pleta. Será suficiente extender la fórmula desde el or- 
den (n-1) al orden n, Supongamos entonces que: 


ATL(y) amiga (9, , Ax)30<0p < nal 


y pongamos para mayor claridad: 


Ae) = y(x) 
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de donde: i 
Aleix) = y(x) 
luego: 
Anf(x) = Ay(x) = y (x+* Ax) - y(x) 

í = Axe V!(x+0 Ax) siendo O0<@<1. 
pero | 
piled x) = Alfio Ax) 

luego: , 
ARg(x) = Axe ATLE (200 Ax) 
pero por hipótesis: 
Arlt (x0 Ax)= in) 200 + Ax+9dp-14x) , con 


o< 0p.]< nl 


de donde: 
AF) = AA t(n) (07 9-19 4x) 
y llamando 


-8+*00.1* % 


queda 
'AMT(x) = Ax x + 0, £x) 0<0,< n 


y de aquí resulta que si la función pm) x) es continua 
en Xx 
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l n 
Tím So x lfm rîn) (+0, Ax) = tin) (x) 
åx—0 Ax x-»0 


>. . 

Es decir: la derivada n "2, supuesta finita y determi- 

nada en un punto, es el límite de la razón entre la dife- 
7. £33 q 4 e. 

rencia non de la función y la potencia n*sima de la 

diferencia de la variable (supuesta independiente de x) 

cuando esta tiende a ceros. 


67e- Derivada nésima de un producto. Fórmula de leibniz: 


Si se deriva dos veces el producto u(x)e v(x) 
de dos funciones de la variable independiente x, se 
encuentra sucesivamente. 


D uv = v Du + u Dv 
Dluev = y D?u + 2 Du Dv + u D?v 


Cada término de estas dos primeras derivadas, y 
también las siguientes, es el producto de una derivada de 
u por una derivada v, siempre que u'y v se conside- 
ren como derivadas de orden cero. En la derivada primera 
Duv, la suma de los Índices de derivación es 1 en cada 
término; en' la deriveda segunda es igual a 2 y así su- 
cesivamente.s Los coeficientes son idénticos a los de la 
primera y segunda potencia de un binomio. En general se 
podría demostrar que los coeficientes de la derivada 


nésima del producto uev son idénticos a los del desarro 
llo de (atb)? , cuestión que podría realizarse paso a pa 
so, sin embargo es vosíble establecer tal proposición de 
una manera muy elegante por medio de una sencilla observa 
ción. 


De acuerdo con lo ya dicho, se puede poner: 
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Duey = Ay UD + 41 Du DOT] + Ag D'u DO + eese 
n=l i 
e... + A,-1P u Dv + Ap Duv (a) 


donde las letras Ai indican coeficientes numéricos por 
determinar. Puesto que tales coeficientes no dependen 
de la naturaleza de u y v, será suficiente determi 
narlos para dos funciones particulares. Tomemos para es 
to: a 


u= e , v=e* dedonde uv = e(1+ajx 


siendo a una constante cualquiera no nula, De aquí ro» 
sulta: z 


o. 


Dĉuv = (1+a)” e@Q+a)x 
y como: 
Dg ajax DUK, = ež 


queda: ` 


pp iy = SA = aKe(1+a)x 


gr 


que sustitufdo en (a) dá: 


(1+4)”e(1+3)x R apel T A, Ag a9(1+2)X, y, a2e(1+8)x4,, ] 


nero È An.1 TM aMg(l+ a x 
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(1+ a Jx 


y dividiendo EOS miembros por e resul 


ta: 
(1+8)? = ho + Aa +A, a2. + E An-1 anl + An ¿A 


lo que nos indica que los coeficientes Ao s My , Ap son 
los de fórmula del binomio, 0 sea que: 


A lo! s A = = > A, = (3) s A 


. = f ny, ni 
th.) An-1 ES (n1) Aos fni 


Siendo ( EE EOE y al = 1] 


l.o2.30 el ....”? k l Q; 


De aquí entonces que: 


Due y aa u Diy+ (q) pr-1y+ (2% DIA2y POT 


E A Jada Dv + E Druey 
in- n 


Se puede también expresar simbólicamente esta 
fórmula, poniendo: 


D'uev = (Du + Dm” 


Pero en tal caso será necesario tener presente 
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las siguientes condiciones en, el desarrollo del se ¿und o 


miembro: se reemplazarán Du por Dn, DY" por Dy y 


en el caso de ser k or nulo se pondrá uto v en lugar 
de D%u y D%v respectivamente 


68.- Ejercicios propuestos: 


A É n l 
l.- Derivada n-ésima de la función f(x) = PESI 


2.- Derivada neésima de la función f(x) PO! 


on 


3, Derivada n=fsima de la función 


f(x) = e” “082 cos(x sena) 
he- Derivada n=fsima de la función f(x) = (12) 
5. Derivada nmésima de la función f(x) = e%sen x 


6.- Derivada n=+£sima de las funciones 


f(x) = sen?x y f(x) = cos?x 


Ed 


Te- Si f(x) es ua función que tiene una derivada 
f'(x), demostrar que 


“nu 1 


LA 
u 
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siendo: 


u = | e1(x) | y v= u f(x) 


NIH 


8,- Sean f(a)'yọ(a) dos funciones con derivadas 
f'(a) y p'(a) demostrar que 


dax? + dy? = dul + dv? 


siendo: 
x= f(a) pla) ' y=p(a) + f(a) 
y 
u= f'(a) sena- ẸỌ'(a) cosa 


y = fila) cosa-'(a) sena 


9.- Dada la función f(x) y+las funciones VP(x) y 
F(x) definidas vor las relaciones 


Prl) = Ey y F(x) = 269-960) 


demostrar que: 


EGO a EM e PU 2k 3 
` F(x) F(x) E fGO* 9) 
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y 


WL m A 2 
F(x) f(x BE 


- X 
, demostrar que: 
X 5 


EI al 
10.- Sabiendo que y En 


2 EA 


a 


icx 
11.- Sabiendo que y= [= nostrar ques ' 
1+x . 


-5 PS AN 
Yi = xb 1 - y” 


12.- Calcular la derivada n-ésima de la función 
f(x) = arc tg x y aprovechando la derivación de funciones 
implícitas, 


zoo = 


CAPITULO X 
LAS FORMULAS DE TAYIOR Y MACLAURIN.- . 


69.- Desarrollo de un polinomio,- Sea P(x) un polinomio 
entero en X, o sea: 


P(x) = aox + als apx? + neea ax + ân 


donde ao , al y Ma y er...» Ay] s Ay son constantes 


reales cualesquiera. Si se reemplaza la variable x por 
x + h, siendo h un incremento cualquiera de la variable 
X, se tiene: 


Pl) = aja)? + aa) e co 
....+ an. ](x+h) + an 


Desarrollando cada término del segundo miembro de acuerdo 
con la fórmula del binomio y haciendo las reducciones con 


8 
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venientes, se llega a que: 


Paca) = PO + B PrO) + BE PMG) + as. 


pal 


TOF y pm) + b pm) 


Terminaremos esta cuestión sin mayor importan 
cia para nuestros propósitos posteriores, indicando que 
esta relación obtenida en el álgebra sólo fué- recordada 
en esta ocasión eon el objeto de justificar ante los lec 
tores la forma-.que tiene la fórmula que presentamos y que 
se conoce con el nombre de Fórmula de Teylors 


70,- Fórmula de Taylor. Consideremos ahora no ya un po 

linomio, sino una función E(x) 
cualesquiera, continua y uniforme la fórmula de Taylor 
tiene por objeto desarrollar f(x+h) según potencias suce 
sivas de h hasta un cierto orden n'y bajo la forma si 
guiente: 


f(x+h) = f(x) + 291(x)+ E Bena) e 


0906091800000 


; n-1 (n=l) she 
DT f (x) an Me (a) 


Es necesario entonces suponer las derivadas de 
f(x) finitas y determinadas en el punto x hasta la de 
orden (n-1) y en tales condiciones esta fórmule define la 
cantidad M en función de h supuesta diferente de cero. 
La cantidad h puede tener un signo cualquiera y las de=- 


- 272 = 
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rivadas sucesivas de f(x) deben ser únicas en el punto x. 
Si h es positivo la fórmula supone únicamente la exis= 
tencia de las derivadas sucesivas de f(x) a la derecha 
de Xe Contrariamente se exigirá las derivadas por la izg 
quierda si h fuera exclusivamente negativo, 


Como se vé, de acuerdo con lo precedente, la 
ley de formación de los términos del desarrollo no es ar- 
bitraria. Ella ha sido elegida de modo que el polinomio 
de grado (n-1) en hs 


6 


2 -L 
h h pr pl) 
f(x) + T ftt (x) à 21 £(x) + seee + n-1)1 ( Dx 


y sus n-1 primeras derivadas coinciden respectivamente, 
para h = 0 con f(xth) y sus n-l primeras derivadas, 
Además con respecto a la cantidad M podemos indicar que 
existe un teorema que afirma que cuando h tiende a cero, 
la cantidad M definida por la fórmula (a). tiende hacia 


(a); 


£ 
la dérivada f 
tente. 


x) y finita o infinita, pero supuesta exis 


El Áíltimo término de la expresión (a) se llama 
término complementario o resto en la fórmula y suele de= 
signarse frecuentemente por R,(h), de modo que la fórmu 
la (a) puede escribirse: 


: Sal a á 
. RPE o rD) + R(n) œ) 


Así se obtiene una primera expresión para En 
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Este primer resultado no dá sin embargo ningún dato pre= 

ciso sobre la magnitud de Ra para los diferentes valo- 

res finitos de h., Es pués-necesario buscar nuevas expe 

riencias para Rp capaces de prestar este servicios Una 
de estas formas es la conocida con el nombre de resto de 

lagrange y el puede obtenerse de una manera simple median 
te la aplicación repetida de la Fórmula de Cauchy, 


Teorema 119, 
Sea f(x) una función uniforme de x, tal 
que ella y sus nl primeras derivadas son continuas en 


a<x<amn , si además existe gy) en a<x<at, en- 
tonces la expresión: 


2 
R(n) = £(arh) - f(a) - $218) - E Ma) moco 


a 


es igual ar 
h 
SA Da + Eh) siendo 0<0<1, 
De- 
Para demostrar este teorema tomemos la fun- 


n 
ción auxiliar Ẹ(nh)=B- , es fácil verificar que: 
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90) = pro) = Pro) = s... = ¿MD (o) = 0 


Además de acuerdo con el valor de Ral h) indicado en el 


R, (0) R1(0) R»(O) sesos i (0) 20 
Ahora de acuerdo con la fórmula de Cauchy resulta que: 


R n) R an) -~R n0) ASS 


O) A) ETSO P siendo O<h< h 


análogemente: 


RAC) Ria) ~= RACO) _ Ralho) 


PED Pp- ooy em S n 


y continuando así se llega a que: 


O] AA 
n 


ahora como en el fondo ocurre que 0<hy<h se puede po~ 


ner 


in=* 89% siendo 0o<e<1 


luego: 


. 


Las fórmulas de Taylor y Maclaurin = 275- 


rasama. 


Roln) , £™(a + on) 
(a) 1 


y de aquí 


Balh) = E ¿Da + 01) 


71.- Otros restos para la Fórmula de Taylor.- Con las 
mismas con 
diciones impuestas en el teorema anterior, pongamos: 


Rn(h) = hPP(h) 


donde P(h) es una función de h por determinar, Ponga” 
mos también b = ath y consideremos la función auxiliar: 


La ` 


F(x) = f(x) + (b-x)f'(x)t.... am pnl) (x) + 


+ (b=)P P(n) 


Se vé sin dificultad que esta función F(x) satisface to- 
das las condiciones que exige el teorema de Rolle, en efec 
to: 


F(x) es continua para agxgb puesto que es 
la suma de n+l funciones continuas 


F!(x) existe en a<x<b , puesto que existe 
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gn) (x), finalmente se tiene: 


P(a) = F(b) 


ya que: 
F(a) = f(a) + 2 E A 
-1 
a st Da) + hPP(h) = £(0n) 
y 


F(b) = f(b) = £(a+n) 


De aquí entonces que en virtud del teorema men- 
cionado, existir£ entre a y b un punto c tal que F!(c)-0. 
Derivando la función auxiliar se encuentra: 


rio = PR a = pod PP) 


de donde: 


-l 
o = Pel (o) — plo-c)P An) 
y de aquí: 


¿=p 
ft 


m 
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Si tomamos ahora O<0<1 se tiene c= a»ðh 
y como b = ath , resulta b-c = ath - a =- Oh = h(1-8) , 
luego 


San BRT 1 a + on) 


valor que sustituído en 
Rn = hPP(h) 
da para Ra 


En 7 "pl e y Ma + Oh) 


Esta expresión es conocida con el nombre de resto de 
Schloemilch. De aquf se deduce sin dificultad dos casos 
particulares de uso frecuente: 


Si p=n , se obtiene el resto de Lagrange: 


Ra = & a + 0h) 


Si p=1, se obtiene el resto de 
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72. Unicidad del desarrollo.- Cuando TES) es fínita, 
la fórmula de Taylor expresa £f(a+h) por un desarrollo de 
la forma: 


12th) = Ay + Ayh + Agh? tao + E + Mh” 


donde los Aj son constantes respecto de h y donde M 
es acotada cuando h tiende a cero, Un tal desarrollo no 
es posible sino de una sola manera por la fórmula de Tay- 
lor, en efecto supongamos que existen dos desarrollos aná 
logos del mismo orden, entonces: 


AQ+Ah+Agh% seno + Ay ad qm = 
> e + aqn + azh? + e... . + ap an + mh? 


Puesto que M y m son acotados, haciendo 
h=0 resulta que Aj“ ay. Suprimiendo estos términos 
iguales, dividiendo por h y haciendo nuevamente tender 
h acero, se obtiene A= aj e En igual forma se con 
tinúa hasta agotar el número de términos.+ Las expresio- 
nes precedentes son idénticas y el desarrollo es estonces 
únicos 


134- Diversas exoresiones de la fórmula de Taylor: Si en 
la fór 


mula establecida 


(ey 
fla+h) = fla) + F íMa) + h? Ela) +... * pa rfn) (areh) 
21 ni 
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reemplazamos h por x-a se tiene: 
E(x) = Ca) + E £1(a) + Loa LS 
aan A EA Za) (a) 


ni 


Esta fórmula supone p(n-1) (x) continua en $1 
intervalo (ax) y e x) determinada en (a,x) 
Si en la fórmula 
ne 
f(x") = f(x) + 2 f'(x) + 37 F'(X) + oonccoco 


TLR E pin—1) (x) 2 h- 2 p(n) (00m) 
{n- 1): ni 


Se resta f(x) de ambos miembros, se obtiene: 


e E 
Gen) = f(x) = a er(x) + El p(y) + sosono 


ES 
2l 


A 
mE TES + E eC) (en) 


Tomemos h = dx , los términos sucesivos del se 
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gundo miembro sólo se diferencian enon Sy de las dife- 

renciales sucesivas de f(x) por los factoriales que los 
acompañan. En cuanto al primer miembro él es el incremen 
to Af(x) de la función f(x) correspondiente al incre- 

mento arbitrario dx de la variable x, Su fórmula prece- 
dente se reduce al 


= 


aec) = da a Gd , Seo, 


DS) ees»soonocoee 


C E E E a 


) n! 


(n-1)! 


Ella nos dá la expresión del incremento finito Af(x) 
por un desarrollo en función de las diferenciales sucesi- 
vas de f(x). s necesario tener presente si, que en el 
último término se debe reemplazar x por x +0 dxe 


7 .- Fórmula de Maclaurin_.- Ella no es otra cosa que un 

caso particular de la fórmu 
la de Taylor, en efecto haciendo a= O , en la fórmula 
(d) , se tiene: 


f(x) = £(0) + a £i(0) + : £P(O) + .... + 2 ox) 
(£) 


conocida por eL nombre de fórmula de Maclaurin con el res- 

to de Lagrange, Los correspondientes restos de 5chloemlich 
8 8 Pest E 

y Cauchy se reducen para a= 0 , respectivamente a: 


Ra = 21) Pp, A o 


“(a n=l): 
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A no ex) 


La fórmula número (f) supone r1) (2) conti 

n } 
nua de cero a X y pl Wo determinada entre cero y xe. 
El número @ esté comprendido entre cero y uno» 


75.-. Aplicación de la fórmula de Maclaurin a elgunes fun fun- 


ciones i 
A aja “onsidergmos primeramente la función 


f(x) = e^ . Todas las derivedas de 
esta función son igueles a ella misma, Ellas quedan enton 
ces finitas pere todo valor que se atribuya a x, de aquí 
entonces que ella desea desarrollable mediante la fórmula. 
de Maclaurin, obteniéndose: 


Particularmente para x = l, se encuentra: 


o 

D | ne è 
= mn t S e —. 
E id cea ci 


Como el último término puede hacerse tan pequeño como se 
desee, con tel de hacer n suficientemente grande, se tie 
ne entonces una fórmula que permite calcular el número e 
con el grado de aproximación que se desee, $ 


Si multiplicamos los dos miembros de la relación 
precedente por (n-1)! se tiene: 


5 
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e . 
(n-1) je=nómero entero + = ' 


y esta igualdad nos prueba que el número e es irracional, 


pues si e fuese un racional de la forma A s el primer 


miembro de la iguslded precedente será entero para n > q 
en tanto que el segundo es fraccionario para n>3s De a- 


quí entonces que e É A 


b). Tomemos ahora la función f(x)= a% , se 


tiene en este caso que: 


- O aT aan o 


etoson METE ora 


c). Veamos esta vez el desarrollo de f(x) = 
sen x ; hemos establecido que la derivada de orden n 
de la función f(x) = sen x está dada por la exvresión: 


e) (x) = sen (x +à E) 


Para x “0, los valores de f(x) y de sus 
derivadas sucesivas forman una sucesión periódica de pe- 
to E Oreh oa A e a O O o GUE: 
nos indica que les potencias de Índice par desaparecen, 
De aquí que considerando el resto de Lagrange, se obtig 
ne: 
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a Da e 
Lo e ls AS 


2k-=1 


ado kl č x k «21 
E + (=L) (EDT + (-1) EZS cos 8 Xx 


d). De una manera idéntica a la precedente se 


puede desarrollar la función f(x) = cos x , obteniéndose: 


a + corno snas..e..o.» 


2k=2 2k 
k-]1 x kx A 
needa A L) E + Sc cos 6 x 


e). Para terminar desarrollaremos la función 
f(x) = L(1+x) 3 no tomamos la función Lx debido a que no 
sotFos deseamos utilizar la fórmula de Maclaurin y tal 
función como así también todas sus derivadas se hacen in- 


finitas para x = O, 
Ya hemos establecido que: 
Ee) = (DA ga 


y haciendo x = O quedas 


£)(o) = (1) 


nele a1)! 


de donde: 


3 
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L(l+x) = Ñ a E E a E (1+-0x) * 


76.- Ejercicios propuestos.- 


1.- Desarrollar por la ecuación de Maclaurin , 
f(x) = sen“x 
2.- Desarrollar por la ecuación de Maclaurin , 


f(x) = e* sen x 


3.- Aprovechando el desarrollo de la función seno 
calcular sen 19° con cinco derivadas. 


Le- Aprovechando el desarrollo de la función e* cal 
cular el número e con cinco decimales exactos, 


5.- Calcular aprovechando el desarrollo correspon= 


diente, el valor arc tg 5 en grados minutos y segundos, 


6.— Determinar los cuatro primeros términos del de=- 
sarrollo de la función e* según potencias de x + la 


7.” Determinar los cuatro primeros términos del de 
sarrollo de sen (atx) según potencias de Xe 


8,- Desarrollar el polinomio: 


xt + 6x? = 17x? + 18y - 20 según potencias 
de Xthk. l E 
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9.- Desarrollar la función +4x en la vecindad de 
asl, 


10.- Desarrollar en serie las funciones sente y 
coómhX » 


~ 000 = 


CAPITULO XI 


FORMAS INDETERMINADAS 


77a— Definición,” Sea F(x) una función de una variable 

real que llega a ser indeterminada, pa 
ra x= a, se llama "verdadero valor" de esta fimción pas 
ra x= a, por definición, el límite hacia el cual tiem- 
de ia función cuando x tiende hacia a. Se deberá ade 
más especificar siempre si x tiende hacia a de una E 
manera cualquiera o solamente por valores mayores que Aa 
o bien por valores menores que. a. 


e 


Asf por ejemplo el verdadero valór de a pa 


ra x”0- es uo, de cualquiera manera que x tienda 
hacia ceros El verdadero valor de xIx para x=Ọ0, es 
cero, pero a eondisión que x tienda a cero permanecion 
do siempre posivivo, ya que tal función no está definida 
para x<0s» 


78,- Indeterminación de la forma 


tm 


19] 
O.- Esta forma se en- 
cuentra cuando igs 
dos términos de una fracción £ X} son funciones continuas 
A > $ > 
que se anulan simultáneamente para x= a. El verdadero 


Po 
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valor se determina por la aplicación de un teorema impor 
tante conocido con el nombre de Teorema del'Hospítal que 
consiste en sustitufr la razón de las Pumgieneg por la 
razón de sus derivedas. 


Este teorema se presenta bajo diferentes for- 
mas más o menos convenientes algunas de las cuáles vere 
mos a continuación: 


Teorema _120,- 

Sean las funciones f(x) y P(x) que se a 
nulan para x=“ a,si f'(a) y Q!(a) existen y tienen 
una razón definida, se verifica que: 


ce do” O] 
De~ 


En efecto se tiene que: 


y pasando al límite cuando x tiende hacia a se tiene: 


14m CA) fila 
X-2a TE 10) 
Este teorema se puede generalizar estableciendo 
que si dos funciones f(x) y 0(x) y todas sus derivadas 


sucesivas hasta la de orden (n-1) sé anulan en el punto 
x= a , si además las derivadas de orden n existen en 
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dicho punto y no son ambas nulas ni infinitas, el verda= 


ders valor [fínttio ð infinito) de ia) en el punto x= a 
ef . 
dE ~ Y 


"¿a 


Ò sea! 


tim 160) _ ea) 
xa (x) q(M(a) 


En efecto tenemos que: 
e e lím f(ath 
ar Y h->0 Plath 
y como de acuerdo con la fórmula de Taylor se tiene: 


f(amn) = f(a) + > fila) + po Ea) + aese + ES £ (20h) 


hê 
Plah) = PCa) +B gta) +27 Pila) + 0... + B Paron) 


y como las derivadas hasta las de orden n-l son nulas 
en x= a , tenemos: 


lim f(x). flath) _ lím ran). a 
o a 


Este teorema no postula ninguna otra condición 
que las contenidas en su enunciados Ella supome a fini 
to y no se extiende al caso en que a= + © ẹ Por ctra 
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parte si pm a) = 0 , ella muestra que el verdadero va 
lor es infhatio, pero el signo queda indeterminado, Final 
mente el no indica nada si las derivadas no existen en 
el punto as 


Teorema 121,- 
Sean las funciones f(x) y Q(x) que se a- 

nulan en el punto x= a. Si fi(x) y Q'(x) existen 

en la vecindad de a aunque no necesariamente en a y 


si la razón Z. tiende hacia un límite 1 definido 
fix) 


Y 
cuando x a , entonces el límite de a existe y es i- 
gual. 
D,- ; : 
De acuerdo con la fórmula de Cauchy si 
a<Ei<x , se tiene: 


f(x) _ f(x) - f(a) _ 18) 
ES] = TEIE Pla = gE E y puesto que el 


Pep 
lfmite en, cuestión existe, resulta: 


lfm f(x) _ lfm . £1(8,) D 
x>at0 5) “E —at0 PE) 
Hemos'“tomado límite por la derecha porque hemos 


supuesto x>a . Si ahora suponemos x<a, se tendrá para 
a<Eo<a que: 


f(x) _ £(a) - f(x) _ £'(E2) 


O) AD (E) 


y tomando límite por la izquierda queda: 
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lím f(x) lím £1(E,) 


i x-80 y too PES) 


Este segundo teorema es más útil que el primero, 
porque deja libertad en la elección del procedimiento a se 
guir nara encontrar el límite del cuociente de las úeriva= 
das como ser: supresión de factores comunes, empleo del. 
primer teorema, ¿plicación repetida del segundo (como lo 
veremos inmediatamente), 


Este teorema está sometido a las mismas condicio 
nes que la fórmula de Cauchy sobre la cual se apoya: 1° 
las derivadas deben ser determinadas y finitas en la vecin 
dad del punto a (pidiendo exceptuarse el punto mismo). 


2° El cuociente Os debe tomar cuando x tiende hä- 


o 
cia a un número finito de veces la forma (+ Ahora si 


f 
el cuociente O! no tiene un límite determinado cuan= 


do x tiende hacia a no debe creerse que la fracríón 
propuesta no lo tiene, porque en la fórmula de Caucny el 
Oh de Ë = 24h tiende hacia cero según una ley descono 
cida, y esta ley puede ser tal que el segundo miembro ten 
ga límites 

3 Cuando la existencia de las derivadas y las con 
diciones precedentes subsisten cuando x aumenta indeřiri, 
damente, este segundo teorema permanece aplicable en el es 
so en que a + œ y en el caso en que a - œ ə En efec- 
to en el primer caso por ejemplo se tiene: 


lfm x) „ lfm el 
x>wm P(x) 2-0 


1 


siendo x = : 


N þm jN j 
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DO 


la cuestión se reduce szí al caso en que a es un valor fi 
nito y la aplicación del teorema nos då: . 


¡E E 1\ HN 
lím dal ifm aan lfm F lm fly 
500 51M aro DE pi 2-0 pii) ao WM 
de z? ME del 
-Observación: f 
Si a) E(x) 
Si ocurriera que Pt y $6) asumen la 


; y Q TARS 
forma indeterminada O cuando x—a , la aplicación 


t 
de la fórmula de Cauchy a la función ES nos då : 


Hm f'(x) lím f(x 
x>a  QMUx) x=oa QqUx 


Ed general sí e)ta) y o (m) (x) se anulan 
para x= a , tendremos por aplicación repetida de lo pre 
cedente que: į E 


lfm zo -~ Um f(x 
p(x 


SS e S con nom 


». > T o 
78, O de la forma aa i orando 


pital se aplica tər 
bién a la determinación del verdadero valor de fracciones 
cuyos dos términos erecen indefinidamente en valor absolu- 
to para un valor particular a de la variable X. 


A a ct 


Este teorema que supone la existencia de las de- 
rivadas (salvo en el punto a), permanece siempre sometida 
a las mismas restricciones: I° ella conduce a un resulta 


Formas indeterminadas = 292 w 


emm 


do determinado finito o infinito; 2° las derivadas de 
las dos funciones son finitas y no deben anularse simul- 
tóáneamente en la vecindad de x= a, 


Para demostrar esta afirmación, consideremos la 
> 2 f! X x . 
fracción SES Y démosnos dos valores x, yX, suficien 
temente próximos a x= a para que las dos derivadas 
f'(x) y ẹọ'(x) sean determinadas en su intervalo y no ten 
gan raíces commes (los dos valores Xo yx estarín a 


un mismo lado de x= a ), Nosotros podemos aplicar la 
> A A : “ . 
Fórmula de Cauchy, así siendo É£ intermediario entre Xo Y 


X , se tiene: 


20) = ECx) ECE) 


FIG TO a 
o bien: ; f(xo) 


20 DO. 100 
Pa) 1%) PUE) 
JN 


X 
de donde: 
7 P(xo) 
Y £E). fT 
P) PE) y 2 
HES 
i ; £ xy 
Supongamos, en primer lugar, que Pú tenga para x= a 


un límite finito l, Entonces el segundo miembro de la úl- 
tima igualdad puede llevarse tən cerca de 1] como se quis- 
ra, a condición de que x esté suficientemente cercano a 
x= a, ya que permaneciendo Xo fijo al acercarse x hacia 
a, la segunda fracción del miembro de la derecha tiende ha 
cia la wvidad y además se puede tomar? ten cercano de a 

como se quiera, con solo tomar Xy y X suficientemente veci- 


nos de a, así la primera fracción está tan cerca como se 


AZ 


desee, de 1 , Resulta de todo esto que 0) tiene por 
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límite 1 cuando x tiende hacia a, así 
lím Elx =i 
x—a  (x 


En segundo lugar, si la razón de las derivadas tiende ha 
cia infinito, la fórmula que acabamos de discutir nos mues 
carE) 

tra que bx © es tan grande como se uería junto con z} 
Ga pl x) tan gr q J pT 


El teorema, aún es exacto, - 


Si a—&@ , el Teorema de l'Hospital ata perma~ 
nece aplicable a la forma œ: œ en las mismas condicio- 
«nes que la forma 0:0 y la demostración es la misma, 


79.2 Casos en que la regla de l'Hospital no_es Pub 


Si alguna de las condiciones estipuladas no se 
verifica, la aplicación inconsiderada de los teoremas con 
duce a resultados falsos. 


1,- Puede ocurrir que la razón de las funciones ten- 
ga un límite cuando x tienda hacia a, sin que lo tenga 
sus derivedas» Tal es el caso presentado en los dos ejem 
plos siguientes: 


Sea f(x) = x£ sen 4 y P(x) = sen x, entonces si x—0 


F 


1 ; 
lfm f(x) _ lfm xĉ2sen mg o lmaz Trn 0 $ 
= 0 . Xx 


a a: 


xo) “x=0 sen x “7Y sen x 
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Veamos ahora que pasa con el límite de la razón de sus de 


rivadas, tenemos: 


1 1 
lfm 2x sen% cos 


Z— 


lím f'(x x 
x—0 QP(x) x—0 cosx 
Sea ahora: ` 
a f(x) = x = sen x y (x= 
X— wm 
. i . .. =- sen Ł 
lim f(x) _ lin x-senx „lim z z 
x» f(x) x= x z= Q oR 
Z 


= L lím 1 = 
xo “98 y 


no existe. 


X , entonces si 


r 29 (L-asent) = 1 


pero para el cuociente de sus derivadas se tiene: 


lím £ 
X>0) o q! 


EAR = n ifm a - cosx`) = no latas 


2.~ Recíprocamente, la razón de las derivadas puede 


tener un limite 


sin que las funciones mismas lo tengan. 


Este caso es menos frecuente, pero he aquí un ejemplo: 


Sea tx)» e”? eosx + 2senx ) 
y 
l P (x)= eX(senx + cosx) 3 x-0 
lím f(x) - lím eHcosx + 2senx) = ex, _ ]+2tgx z 
x>0 P(x) X © e-x(cosx+ senx ) X- l+tgx 


contrariamente la razón de sus derivadas: 


no existe , 
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lím f'(x) „ Hm -5e senx . lím 5 -x 
x= px) > -307X xo 2 


La regla no es aplicable por que las dos derivadas tienen 
, un factor común, senx, que se anula una infinidad de 
veces. 


80,- Otras formas de indeterminación.- Las otras formas 
de indeterminación 
más importantes son: 


o-o; 00m; o; oy ie 


La primera se presenta cuando los dos términos 
de la diferencia f(x) =- P(x), aumentan indefinidamente 
para x= a; la segunda forma cuando de los factores del 
producto f(x)+P(x), uno tiende hacia cero y el otro 
tiende a infinito. Estas dos formas se reducen inmedia 


tamente a las formas >] o bien 2 por simples transfor 
a r r 


maciones algebraicas , escribiendo esas expresiones en 
- forma de fracción, > 


Sea f(x) —>0 y (x)= œ š 
entonces 
1(0)-Px) = E ; expresión de la forma 9 
0) 
JEF 
A ; + + , 
Si f(x)=. œ y (x)=> œ , entonces; 
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o A 
PU LG EERO, 
160) 


n cuanto a las otras tres formas exponenciales de inde. 
terminación, se buscará el verdadero valor de su logarit 
mo, el cual será de una de las formas ya examinadas. 


Sea por ejemplo  f(x)>0 ; P(x)=0, entonces 


[rare es de la forma O” ; Sea pués: ` 


7 (x) 
y= [f(x] - , con f(x)>0 


j de aquí: 
ly = 9601 [£(0] = Ha 
L 1) 


» SÌ Iy-—2, se tienes 


elo 


expresión de la forma 


9 (x) 
O ea 


81.- Utilización de la fórmula de Taylor.- En la mayor 
parte de los . 


casos donde la indeterminación no desaparece sino después 
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del uso repetido de la regla de l'Hospital , mia aplica~ 
ción juiciosa de la fórmula de Taylor conduce más fpida 
mente al resultado, He aquí un ejemplo: 


. > d E pa pe pudo 
Determinar: Hm *u=l-x-2 


x-»0 sen X ~= X COS X 


Se obtisne: 


LN E 

pix x cos X + sen X 
a E 
ut (x, -X sen X + 2 cos X 


de donde: 


A X 5 que es el límite buscados 


Aprovechando la fórmula de Taylor se tiene: 
o 2 
f(x f 6 


Pix y 


X= t eseese -x l- 7? rr rms. F tere 


fae) 
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expresión que tiene por límite A cuando x tiende a ce 


TO. 


82.” Ejercicios propuestos. 


1,- Determinar lo que hemos llamado "verdadero valor" 
para las siguientes funciones» 


alx) = LEX sen x n x=0 
sen3 xX 


E b(x) = arc cos (1 ~ x) 


z en x= 0 
2x - x2 
al = Ln cosx en x= 0 
x LX 


1 
o lo Y x 
alx) E ar en x= 0 


e(x) = AL sen xe X en xa 0 
x - arc tg x 


2.- Determinar los límites de las siguientes funcio 
nes y para los valores que se indicas 


El 


alx) = Haee l cuando x—= œ 
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a al 
b(x) = Herz = cuando x-a 
c(x) = o cuando x-3 


a(x) = Hay cuando x—=l=-0 
cot (1-x 


3.- Calcular el límite de las funciones siguientes y 
para los valores que se indica. 


2x ; T 

= "æ = | © av 

a(x) = 1 = tgx para x=5 

b(x) = sen IZ.L Ł para x=1 

2 x 
i 
e(x) = x e* para x= 0+ 
l 

d(x) = sen xeel=“os X para x=0r 
elx) = arc sen x*Ix para x=0 
f(x) = Lx»L(l+x) para x= O+ 


ó 
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-4e~ Determinar el "verdadero valor" de las siguien 
tes funciones. 


alx) = E ~ cot?x en x= 0 
EE E LE E g 
b(x) = Acta) (x+a2) sosoprlxtap) xx en x=“ wm 


elx) = meremiine a Ee en xag 
l —- cosx XxX i 
d(x) = E - T en x=0 


a(x) = (ens 1)00 X cuando x—0 
c(x) = x* cuando X->0+ 
a(x) = x5®P X cuando x-»0+ 
TX 
2 


tg 
e(x) = (2=x) ` E cuando x—>} 
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x 
f(x) = LÉ cuando x—0O+ 
g(x) = (tg x) con X cuando x-E 
E 
L sen x 
i(x) = (cot x) á cuando x-=>0 


6.- Demostrar que la función 


a X= stnx 
EC) X + sen x 


tiene límite cuando x-—=0 , en tanto que la razón en- 
tre la derivada del númerador y la del denominador no lo 
= tiene, 


Je~ Idem para las funciones 


1 

F(x) = sen y en x=0 

te x 
siendo 

O para x= 0 

f(x) = 
2 l 
x sen Ż para x7ž 0 


xX 
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8.- Aprovechando la relación 

stl 

x=l 


Lex + te cenios + 37 A, 


calcular la suma de los n primeros números naturales, 
- la suma de sus cuadrados y la de sus cubos. 


æa 000 ~ 


A de 


MAXI OS Y MINIMOS DE FUNCIONES DE 


per a 


> 


83,- Definición. Sea f(x) una función definida en el 

intervalo cerrado (a,b), sea c un 
punto de dicho intervalo. Si tomando arbitrariamente un 
número positivo y , ocurre que: 


Ar = £( 
conserva el mismo signo para todos los valores de x ta- 
les que |x=0 |< y y entonces se dice que f(x) tiene un va 
lor extremo en el punto X"c , 

El valor extremo es un máximo si 
Af = f(x) - £[(0)< O 
y es un mínimo si 
Af = f(x) ~ £(c)>0 


Es importante observar que, de acuerdo con estas 


aa e OLA 


Máximos y mínimos _ 


definiciones, un máximo o un mínimo ne es necesarismen= 

te el más grande o el más pequeño valer de la función en 
todo el intervalo donde x vería, sine solamente un ma- 
yor o menor valor en un intervalo suficientemente peque 
ÑO. Nada impide pués que una función tenga varios méxi 
mos y varios mínimos en un intervalo dado‘ 


Teorema 122, 

si f'(x) existe en (a,b),los puntos en 
los cuales f(x) tiene valores extremos están entre las 
soluciones de la ecuación f'í(x)= 0, 


De- 
Si f(x) tiene un mínimo en c , entonces 
para h>0 , se tiene: 


+ 


f(crn) = f(e)>0 s f(c-h) ~ £(c)>0 


fi eth) Ho), 9 £( eh) ACI 


Tomando límite de cada una de estas expresiones cuando 
h tiende a cero, obtenemos: 


2 He)30 y fi (c)<0 
o Sea 
ft(c) = 0 
razonando de igual manera y suponiendo en x= e un míxi- 
mo, estamos en condiciones de afirmar que sí f(x) tiene 


un valor extremo en x = c, entonces ft(c) = 0, sienpre 
que f'(c) exista. 


IE. 


-Máximos «y mínimos __ 
84.~ Criterio para determinar los valores extremos, 


Sea f(x) una función definida en a<x<b, 


Teorema 123, 
y sea e un punto de (a,b) tal que: 
PIG) = 200) = 10) = 0... = Oe) 0, 
y 
e) existe y no es cero 
Entonces f(x) no 
C, si n es impar. 5i 


tiene valores extremos en Xx 
n es par, f(x) tiene un máximo en x= c si f n)(e)<0 


o un mínimo si e D(e)>0 
De- 
De acuerdo con la fórmula de Taylor, tenemos 


que: 
= f(0%h) - £(0) = bo > taeran) 


donde £(0)(c+0n) tiende hacia E cuando h tiende 
hacia cero, De aquí entonces que la igualdad anterior pue 


peas 
da ponerse en la forma: 


poe 
1 
. 


GOES 


5 


= f(eth) =~ f(c) = 


donde Ey tiende a cero junto con h 
Teniendo presente que h puede ser positivo o 
es impar Af no 


negativo al tender a cero; cuando n 
conserva el mismo signo en ninguna vecindad de C€ y, y a-~ 
sí f(x) no tiene un valor extremo en ese puntos Contra- 


e. 39% = 
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. 


riamente si n es par Af tiene el mismo signo que 


to) , de aquí que: 


si e(n) (e)<o hay un máximo en x=0 
si, re> o hay un mínimo en x= 0 
De aquí entonces.la regla siguiente: 


Para encontrar los valores extremos de una fun 
ción continua, en un intervalo donde su derivada existe 
y es finita, se busean las raíces de esta derivadas, Så 
x=a es una de ellas, se sustituye en las derivadas suce” 
sivas de f(x), supuestas existentes en x=a, hasta encon 
trar una que no se anule para xX*2% Si esta deriveda es 
de orden impar, no hay velores extremos en x*az si ella 
es de orden par, hay un maximo si es negativa y un míni- 
mo si es positivas 


La regla más comunmente cpnocida es la que Co. 
rresponde al caso n=2 y que cuando £f'"(c) = O no indica 
nada. En este caso existe una singularidad que se cono- 
ce con el nombre de punto de inflexión, siempre que 


fc) Z O 


Teorema 12h ¿o 
Si f(x) es continua en la vecindad de € , y 
f'(x) es finita o infinita en la vecindad de e , pero no 
cero en cualquier subintervalo (c-h , c+h); entonces f(x) 
tiene un mínimo en e siempre que: 
f'()20 a la derecha de cœ 


y. 
fi(x)<O a la izquierda.de c. 


Máximos y mínimos. = 307 ~ 
f(x) tiene un méximo en c si: 


f'(x)<O a la derecha de c 


f'(x) Z0 a la izquierda de c . 


De” 

Sea h una cantidad positiva, entonces en 
el intervalo e<x<ceth nosotros trataremos de demostrar 
de acuerdo con la condición f'(x)20, que en este inter 
valo f(x) es una función creciente, Supongamos entr 
ces que: cLExy AS cth , de acuerdo con el teorema de 


los incrementos finitos tenemos: 
f(x2) = 101) + (x2 - x1)£'(€) x1<E<x) 
pero como X2="X, 0 y ass 1:(8)>0 resulta ques 
1(x2)71(x1) 


de aquí que f(x) sea monótona creciente en el intervalo 
(c, eth) Queda aún por demostrar que f(x) es constante 
sente creciente en este intervalo. 


Sea (4,8) un subintervalo de (c, eth) y supon- 
gave que fla) = f(B); entonces puesto que f(x) es monë- 
tona creciente f(x) = f(a) para todos los puntos de (a, B) 
esto implica que fix) = C en todo el intervalo (as), 10 
cual es contrario a la hipótesis. Luego f(x) es una fw- 
ción constantemente creciente en c<xécth . 


Similarmente se demuestra que f(x) es constante 
mente decreciente en c-h [x< ce 


De aquí entonces que f(x) satisface a las con~: 
diciones de un mínimo en X= c. 


-Máximos y mínimos. 


una nueva regla pera det 


EL caso en que 
se prueba de la misma manera. 


E 


f(x) tiene un máximo en € 


De acuerdo con este teorema puede mencionarse 


erminar los valores extremos de 


una función, regla que en muchos casos puede ser de cier 
ta utilidad, su enunciado es más o menos el siguiente: 


mismo puede hacer excepción). 
ga en la vecindad del punto 
x<e y un signo único para 


C3 ereciendo 


Sea f(x) una función que tiene una derivada de 
“terminada f'(x) en la vecindad de un punto e (el punto. 


Supongamos que f'(x) ten 
cC, un signo único para 
X>0, Haciendo pasar x 


se tendrás 1° m mínimo de 
se tenaras: minımoe 


f(x) en i punto e si f'(x) pasa de negativo a positi 
vo. 2° un máximo de f(x) en e si f'(x) pasa de posi 


tivo a negativo y 3° 


~ cambia de signos 


Observación, 


ni máximo ni mínimo si f'(x) no 


Llamaremos aquí la atención sobre dos pun 


tos importantes que es c¢on= 
veniente comprender bien, 
1° La función f(x) no tiene 
necesariamente un valor ex 
tremo en todo punto donde 
f'(x) 


En efecto sea la función: 
(0) = Y 
Se tiene entonces que f'(x) = 
= O cuendo x = 0, Sin embar 
go en el punto x = O la fun- 


ión considerada no tiene va 
lor extremo ya que: 


fmo)= 6, 
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La figura adjunta nos muestra la situación con 
siderada gríficamentes El origen O es-un punto de in- 
flexión. 2° No todos los puntos que dan valores extras 
mos son soluciones de la ecuación f'(x) = O, puede haber 
valores extremos en puntos donde f'(x) no existe, 


En efecto sea la función: 


2 
f(x) = x? 
A pd . 
> | Gráficamente se observa que 
| “en el origen la función tie 
- | l ne un minimos sin esbargo 
| . la derivada de la función 
en este punto no existe, 
ya que: : 
À | f' (0+0) = + œ 
/ f' (0-0) = -® a 
es decir f'(0) tiene va- 
=> lores diferentos según que 


| Lores a e 
! x tienda a cers 
i 


e 
recha o por,la izquierdas 


' 


Teorema 125% 
“Si f(x) es continua en la vecindad de x=c 
y f'(x) es finita en dicha vecindad, entonces: 


f(x) tiene un mínimo en c, si 
£ (00) =+ 0 y f'(00)=-=-0m. 
f(x) tiene un méximo en c, si 


1 


ft(ct0) =- œ y f'l(c0)=+0. 


> 


Máximos y mínimos ___ AE, e IS 
De- 
Consideremos el primer caso, si h es un 
número positivo se tiene; 


lím  f( cy EO) A y a £( a el = uo 


h0 


de modo que existe un número positivo y tal que para h<% 
fleth) =- f(c)>0. 


así f(x) tiene un mínimo en x= c. El caso en que 
f(x) es máximo en x= c se prueba en forma anålogae 


85.- Ejercicios resueltos.- 
a) Determinar un número x cuya ralz de Índice x 
sea máximas 


* 


La función a quien debe buscársele un máximo es: 
1 

elo Z s ¿KE 

AX) “Xx XxX 


Teníendo presente que los logaritmos crecen al 
mismo tiempo que' los números cuando la base es mayor que 
l, la cuestión se reduce a, buscar el máximo de la función 


1 
P) LA Lx con x>0 


se tiene entonces: 


u 


pra) 


Máximos y nt A L 


. Esta derivada se anula para Ix = l, o sea para X= € 
Para decidir si hay un máximo o un mínimo derivamos 
nuevamente, así; 


px) = Eo de donde P(c) = ~ = O 


de aquí que para x“e , P(x) y por consiguiente f(x) 
tiene un máximo, 


Observación, 

Es conveniente no confundir las expresiones 
máximo o mínimo de una función en un punto" con "máximo 
o mínimo de una, función en un intervalo" , ya que ambas 
tienen un significado diferente. 


> 


Así por ejemplo la función f(x) = senx definida en 
el intervalo (0,2) tiene un máximo en x == y un mínimo 


en X = = 2T + Ahora si la misma función solo se conside 


ra en "i intervalo 0 1) ella no tiene ni méximo ni mí- 


nimo en ningún punto de lo 3) sin embargo ella tiene en 


Go intervalo un velor mayor que todos los otros, ls y 
un valor menos que todos los demás, cero e. 


b) He aquí un ejemplo que ilustra esta observación: 


Dado un trapecio rectangular ABCD determinar 
sobre AB un punto E tal que el triángulo CDE tenga su 
área maxima o mínima « 


Sean: AB=13 AD= a; B 


C=b; Æ=x lla 
mando y la superficie 451 triángulo CDE 


se tiene: . 


Máximos y mínimos ___ 


siendo k la superfi- 
cie del trapecio dado» 


Reduciendo se tienes 


yal b-a)xtk= b 


La primera derivada es: 


y= 5 (b = aj>0 . siempre que b>a 


o 


De aquí entonces que la función considerada no tiene maxi 
mo ni mínimo relativo en ningún punto del intervalo de va 
riación de x, es decir (0,1) , 

Por simples consideraciones geométricas se ob- 
serva sin dificultad que el triángulo de área menor es £l CDA 
y de área mayor el CDB, 


Se trata aquí pués del mayor y menor valor de 
una función en ún intervalo, 


86.- Ejercicios propuestos: 

1.- Determinar los máximos y mínimos de la función 
f(x) = x? - 75x2 + 1620x = 1000 . 

2.- Determinar los máximos y mínimos de la función 


f(x) = al e a xp con a0, 


Máximos y mír mínimos -33 - 


pa raap an. Ur 


memana A G ET aAa 


' 3,- Determinar los máximos y mínimos de le fun 
ción f(x) = (1+*cosx )senx en el intervalo (0,2), 


ción f(x) = cosx »cos (x + 5 


D 
S 
p, 
pe 
ja] 
a 
a 
FÉ 
3 
Ps 
e) 
EN 
2 
a 
o 


5. ixaminsr en el origen y. en cuanto a valores 
“extremos se refiere, la función: 


je para x=O0 
A pi 
o ES o 
E z para x o0 
'e*+1 


> 


6.- Idem para la función: 


0) para x= 0 


í 
f(x) = | La 


le x? parax#ž 0 


7. Determinar las dimensiones de un cilindro 


de 1 dw de capacidad, sabiendo que material empleado de, 
be ser mínimo e 


8.— Dado un segmento AB y una recta 0€C perpen 
dicular al segmento en un punto O de su prolongación, 
determinar desde que punto de OC se vé el sesmento AB 
bajo un ángulo mínimos 


9. Dado un triéngwlo ABC se pide determinar enla 
transversal de gravedad correspondiente al ledo AB, un 


punto M tal que expresión MAS + MB? + Me? sea mínima « 


a 
E 


Maximos y mínimos ___ A 


10,- Un barco está anclado a 9 km de la costa. Se 
desea enviar en un tiempo mínimo, un mensajero desde el 
barco a un campameto situado a 15 km del punto de proyec 
ción ortogonal del barco en la costa y a lo largo de la 
costas Se pregunta en que punto de la costa debe desen 
barcar el mensajero si el rema a 4 km/hora y camina a 
5 km/hora + 


11,- Sabiendo que las flechas que experimenta los di- 
versos puntos una viga empotrada en un extremo, libre en 
el otro y que soporta une carga concentrada P en su ex- 
tremo libre, están dadas por la ecuación: 


donde El es constante y 1 el largo de la viga, determi 
nar cual es el punto que experimenta el descenso máximo, 
Comparar el resultado obtenido con la realidad, Discutir. 


12.- Determinar los máximos y mínimos de la función 


= para x>0 
. f(x) = l+ e 
0) 


A 


13.- Item para la función 


1 


x arctg $ para x #0 


f(x) ad | 2 
L 0 para x*0 


lie~ Dades las paralelas AB y BC y la secante BC, tra 
zar por D uns recta que corte a BC en X y a AB enY de tal 
modo que la sume de las áreas de los triángulos BYX y CDX 
sea mínima, 


CAPITULO UT 


e ser. 


er 


SERIES INFINITAS 


88.- Definición. Sea u} , Un , U3 y sesse y Up gonzo 
una sucesión de números, entonces se 
llama serie infinita el símbolo: 


n= œ 
; Un > uj + u2 + uz + ..o.o + Un $ essor 
naL 
Con la ayuda de este símbolo así Jefimádo, se puede 
formar una nueva sucesión jsp] cuyos elementos son las 
sumas de un número finito de sumandos de la serie defini 
da,así: . í 


su 
E En 
s3 = UY + u t i3 


. > ọọ > ë è ọọ o p a o o. 


Series infinitas _____ 
O a e a t Uy © h 


mme eene 


.. e è 0.0 6 >. 0 9. > o ù» ù ù > o o 9 A a SG 


Ios números sí los llamaremos sumas parciales 
de la serie Zu e 


Definición: 
Una serie infinita 2un se dice convergente 


si la sucesión de las sumas parciales [sp] es convergen 
te. Una serie que no es convergente se dirá divergente. 


Si la sucesión [sn] converge hacia un límite 


s, este límite lo llamaremos la suma de la serie, La 
convergencia de una serie hacia un límite s, puede ex- 
presarse simbólicamente poniendo: 


lfm sp™=s obien |s-sp|<€ para todo n>N 
n —00 l 


De acuerdo con la definición precedente si ma 
serie Zu, diverge, debe ocurrir que sp-=-= + œ 0 bien 


que Sp no posea wn límite único, en este último caso la 


serie se dice oscilante, La oscilación es finita cuando 
los límites superior e inferior son finitos, la oscilə=- 

. 4 . o > . . e > 2, 
ción se dice infinita cuando dichos límites son respecti, 
vamente + © y “0.8 


De la definición misma de convergencia se dedu 
ce inmediatamente las siguientes consecuencias: 
1.- Si se multiplican todos lqs términos de una se~ 
rie por una constante k, diferente de cero, la nueva 
serie es convergente o divergente según lo sea la prime 


Series infinitas. i 317 


ras Cuando la primera es convergente y tiene por suma 

5 la suma de la segunda serie es ks, i 
2.- No se modifica la convergencia | adi vergencia de 

una serie si se cambia el valor de un número finito de 

términos de ella, pues esto equivale a aumentar o dismi 

nuir todas las sumas parciales sy en una misma canti. 


dad, a partir de cierto rango. Particularmente no se al 
tera la convergencia o divergencia de una serie si se su 
prime en su comienzo un número finito de términos, 


Teorema 126yu 

> La condición necesaria y suficiente para la 
ca de una serie 2U, €s que, para todo € >0 
exista- un entero p70 tal que: 


[Snep ~ Sp|< € para n>N 


Este teorema conocido con el nombre de Teorema de 
Cauchy ya fug demostrado en el capítulo correspondiente 
a las sucesiones, De él se desprende como caso parti cu. 
lar un teorema de vital importancia en la decisión de la 
convergencia de series. 


. 


Teorema 127. 


Si una serie converge su térmnino general 
tiende a cero cuando n tiende a infinito. 

De~ 

En efecto, si en la condición ne T: 

ficiente para la convergencia de una serie, tomamos parti- 
cúlermente para p el valor uno, dicha condición se reduce 
a: 

janet ~ SiL € para n>N 


de a infinitos. 


El teorema recién demostrado 
necesaria para la convergencia de 


entraña una condición 
una serie, pero no su~ 


ficiente, para probar ‘ésta última afirmación basta con 


presentar un ejemplo de una serie 


divergente en la cual 


el término general tienda a cero, 


El ejemplo lo haremos tomando la clásica serie 


ZŁ , conocida con el nombre de serie harmônica debido 
n 


a que un término cualquiera de ella es medio harmónico, 
entre el que le precede y el que le sigue: 


Designando con Sy y S2pn la suma de los ny 


de los 2n primeros términos de la serie se tiene: 


1 


-. 


Son = 7] + + 


de donde restendo + 


Sm 7“ Sy 


reemplazando cada término del segundo miembro por 


a 


E E 
> 3 h .. » n 

A PE E TO 
3 le no ntl  nt2 2n 
E S 4 

ntl n2 O% Dn 


En 
2n 


Series infinitas ~ 319 = 


resulta: 


| I 1 Logon 
-æ Sn > = t — Paecssr. Sies TTT aep 
52n n7 õn 2n $ 2n 2n 
o sea que: 


Ahora demos a n sucesivamente los valores 1, 2, ae 2, 
24 gpl 


j Stoseoo 


y se obtiene así: 


82 = s] > 


DIR 


IP 


A -= 52 > 


58 ~- 8, > 


Ni 


NIH 


Dos go. BPOLICLAO..0000 


y sumando miembro a miembro 


i P 
Sp” 37 3 


Series infinitas 


E i 
pero teniendo en cuenta que: 7 l resulta finalmen= 


te: 


8.521 +E 

2P 2 

Desigualdad que nos indica que siempre es posible deter- 

minar un número entero p tal que s 5 sobre-pase cual 
i 2P> l 

quier número dado por grande que sea. Se ha demostrado 

entonces que Sy crece indefinidamente junto con n, o 

sea que a pesar de tender el término general a cero la se 

rie es divergente, " 


De todas estas consideraciones se deduce el si- 
guiente corolario: i 


a 


Corolario: 4 
Si en una serie Zu, el término general no tien 


de a cero la serie no puede ser convergente, 


a 
. . . . $ . 
80,- Series de términos positivos.- Si se desea gonsi- 


derar series cuyos 
términos tienen todos un mismo signo (positivo o negativo) 
será suficiente de acuerdo con lo dicho hasta ahora que e 
llos lo sean a partir de un cierto rango. Además se com- 
prende que bastará con tener en cuenta el caso en que to- 
dos los términos sean positivos, 


Ahora en una tal serie en que todos los térmi- 
nos son positivos s, crece cuendo n tiende a infini- 


to; si en tal caso la sucesión de las: sumas parciales 


[Sn] es acotada superiormente, por ser ella monótona tie 


ne un límite sy en caso contrario dicha sucesión puede 
llegar a ser mayor que cualquier número arbitrario, en 
este último caso [sp] crece indefinidamente junto con n, 


Series infinitas = 321 =- 
AAA 7 : 
o sea la serie es divergente, 


Llamaremos criterio de convergencia o de diver 
gencia todo teorema que nos permite decidir la convergen 
cia o divergencia de una serie, 


Existen diversos criterios, para determinar si 
una serie de términos positivos es convergentes A conti 
nuación estudiaremos los principales de ellos, 


Si la serie žu} es convergente y si todos 
los términos de otra serie 2Vp son a partir de cierto 


rango menores gue los términos de la serie Zup > la se~ 
rie Fv, es también convergente. ; 

Dis | s 
En efecto sean Up y Vp las sumes de los 
n primeros términos de les series Žun y Žv, en- 
tonces: 


Un = UL + Up + Ug to os.oo. + Un 4 
Vn 7 Y1 t v2 + v3 + bro.» + Va 


Se puede por supuesto suponer, sin desmerecer 
la demostración, que la propiedad enunciada en el teorema 
tenga lugar desde un comienzo. De aquí que para todo n 
se tendrá: 


Va Un 


ahora cuando n tiende a infinito por hipótesis se tiene 
que Uy ~U por lo tanto 


AE A 


Series infinitas _ 


o 


Ya U 


y siendo la sucesión V, monótona creciente y acotada 


superiormente ella tenderá a un límite menor o a lo su- 
mo igual a Us 


Por un razonamiento análogo al precedente el 
lector puede demostrar sin dificultad el teorema siguien 
te: 

Teorema 1292 

Si la serie 2Uq es divergente y si todos 
los términos de la serie 2V, son a partir de cierto 
rango, mayores que los términos de la serie 2u,, la se- 
rie Sup serg divergente también, 

Se comprende que para la aplicación práctica 
de los dos teoremas precedentes será necesario conocer 


la convergencia o divergencia de algunas series. He a 
quí algunas de ellas de mucha utilidad, 


Consideremos primero la serie: 
2- 
> ag? = a + aq + agl + ag? + ..... + 20 +... 
n*o 


Para q 1l se tiene: 


LS 2 nl, 2 i 
Aana + E + 
En aq + aq ag a 


de donde: 


Series infinitas. = 323 > 


umire ma camma ae a n aa e e a aae r e a e e e: a- 


n 
za aa 
Sn l-q  l-q 


Se ve ahora sin dificultad (ue cuando jal <1, 


a? tiende a cero y por consiguiente: 


y 


Cuando q >1, ya no tiende a cero y en tal caso la 
serie es divergente; finalmente si q= 1 la fórmula 
precedente carece de sentido, sin embargo puede verse 
que sp“ na lo que basta para comprender que la serie 


también en este caso es divergentes. 
Cuando q = =} la serie es oscilante. 


Tomemos ehora la serie, conocida a veces con el 
nombre de serie potencial: 


n= y y. 
S umr h +l et Faaa ieleza +2 + v.... 
n=1 1P 2P 3P nP 


Designando con 87 Y Sp la suma de los n y de los 2n 


primeros tefminos de la serie, tenemos; 


Sy =1+ A 
2P 3P P nP 
A E E Ll l gien 


; ctas Y A E i 
2P 3P P n? (n+1)P (2n)P 


Series infinitas a A A U L 


restando quedas 


reemplazando cada término del segundo miembro por t 


i n 
se tiene: 


L EL l 
ds a tT t eere +5 


o sea: 


Dahdo a n sucesivamente los valores. l, 2, 


2A. 23, cocccoos 227} se obtiene: 


S2 ” sı < 1 

1 
B) = 855 —. 
4 2 ¿pl 


Series infinitas | = 325 -_ 


UOC L1I900004000400900000094000 


1 
Bu - < 
ak T akl ED 
y sumando estas desigualdades miembro a miembro: 


1 


een l 1 
- $ < P umn F PPE 
Sok 1<1l ¿p-1 22l p-1) $ X ¿(k=1) (p-1) 


.y suprimiendo primeramente p>l, con mayor razón: 


Esta desigualdad nos prueba la convergencia de la serie 
para p>l va que para todo n dado existe siempre un 
número k tal que Xn. 


Para p=] se tiene la serie harmônica que ya 


hemos demostrado es divergente, Ahora finalmente si p<l, 


= es superior a È para todo n ž 0. Los términos de 
a 
la serie son entonces mayores que los de la serie harmóni 
ca y la seríe en este caso serán también divergentes 


Teorema 13 Qa™ ü 
Si la razón - tiende hacia un límite fi- 


n 


: nito, diferente de cero, la serie *u, será convergente 


Series infinitas _ 326 = 


simama tamnim 


. o divergente según converga o diverja la serie ns é 


De~ ñ 
En efecto si la razón <n tiende hacia un 
F Vn 
límite 1 , dado umét>0 existirá un entero N, tal que: 


— li<e para todo n>N 
| Yn ! , 
o bien: 
les E<1 re para todo n>N 
n 
de donde: 
Up? VWp(l- €) 
Un < Vp(1+€) 


Ahora si FW, COnvergs, de acuerdo con la segunda de las 
desigualdades  2Up también converge, y si 2 vn diverge 
con la orimera de ellas se ve que 2u, diverges 

. Teorema 131. i 
Sean las series 2un y 2Vp y si a partir 
de cierto rango se tiene: 


o 3287 > 


Series infinitas __ 


la convergencia de la serie  vp asegura la convergencia 


de 2un ; contrariamente si ha partir de cierto rango se 


tiene: ` 


la divergencia de la serie 2v,y implica la divergencia 
de 2Un e 
D.- Supongamos que a partir del rango n se 


verifique la primera hipótesis, entonces: 


Un+1, “ntl j < n+l A 

Un < EA . +. Uun+1 = Va un 

“n+2 n+2 E "n+2 

< . » < NIRO 

Ua+1  Yn+1 m2 y ai 
Un+1__Ynr; 2 Vn+p 
Ti EE RS Un+p L P > nm 
“a+p-1 “n+p-1 i a Vn+p-1 ES 


de donde se obtiene por multiplicación que: 


Un+1É< Vn+1 ka 
n 


Series infinitas —_ 328 = 


u, 
Un+2 <v m $ 


u 
üntp £ Vn+p = 


desigualdades que nos indican que ħa partir del rango 
n+l los términos de la serie 2u, son menores O igua= 


les que los'de la serie 2v, multiplicados por el factor 


constante de W y como esta serie aún en estas condi- 
Vn 

ciones permanece convergente, la serie Èun será conver 

gente también « 


La segunda parte de este teorema se demuestra 
de idéntica maneras 


Teorema 132.- (Criterio de D!'Alambert).- o 
: Una serie 2u, 
de términos positivos es convergente si l <a <i, sien 
: n 
do a un nűnfło fijo, La serie diverge si dicha razón es 
mayor o igual a la unidad, 
D,- 


3 ; n+l 
Supongamos primeramente 


<a< l para to 
do n, entonces: 


= u u £ 
Ua Yn ¿UnA e ee 
uL Uni Ur 2 u2 ul 


n=] 


o sea que: UN ua y como la serie à 


S 


Series infinitas ____ = 329 -= 


eroare E 
Tuya es convergente se desprende que la serie Zun 
también lo será, 


Tomemos ahora ei caso, L> 1 » para todo valor 
n A 


de n , entonces: 


Un > Un=-1 2 Y2 e .r. 9.0.0.0 u> ul 


de donde: 


ul + u + ig) + «nanosos + Uy > nu 


y como la serie nu es divergente, la serie 2uy di- 


Verge e 


En el teorema precedente para la convergencia 
de Žun no es suficiente que: 


mAai 
Un 


1 
pues para la serie2u,* 2 n se tiene para todo n 


ün ntl 


y sin embargo la serie es divergente. 


Corolario: 
Si lim an =] , la serie converge si 1<1 
n 
y diverge si 2Z>1l. 


Series infinitas __ 4330 


En efecto si 2<1 , se puede elegir un número 
a, Ka<} tal que para n>N se tenga 


Meiza 


asi la serie 2uy converge y por lo tanto también la se- 
rie Žun > ; 

Contrariamente si P>1 , para todo n>N se 
tendrá uņn+17Uņn y como en tal caso el término general 
no tiende a cero la serie diverge. 


Observación: ; 
Si el lfmite es igual a la unidad, se puede 


distinguir dos casos, según que la razón tienda 


hacia uno por valores superiores o por valores inferio- 
res; en el primer caso los términos de la serie son siem 
pre crecientes a partir de cierto N y en tal caso la se 
rie diverge, En el segundo caso nada se puede afirmar 
“respecto de la convergencia o divergencia de la serie, 


Teorema 133 (Criterio de Cauchy).- 

Una serie 2uy p de 
términos oe es convergente si a uy<a<l, sien 
do a un número fijo para todo n, La serie diverge si 

zjin > l . 
De~ n 
Sea primeramente —fup<a <l., entonces 
un <a y puesto que a<l , la serie Ja? converge 


y en consecuencia  2u, es convergente , 


Ahora si Nun l, resulta un»1 lo que es 


Series infinitas __ - 331 =~ 
suficiente para afirmar que la serie diverge » 


Corolario: E 

Si lim Mu, = Ë, la serie converge si I<1 y 
diverge si Y>l, 

Tomemos un número E >0 tal que P+E<1 , en- 


tonces si Pfig- tiende hacia un límite  ¿<1.se ten- 
drá: 

fu, ~ 4i<e para todo n>N 
o sea: $ 

Hex Bfuy < 1+€ para todo n>N 
y como: 

Jre< 1 E 

resulta: 


Duc l+e<l. 


Teorema 134. Un+1 
Si Un es positivo y si -= tiende havia 


n 


un límite 1 entonces “Un tiende hacia el mismo Imite, 


D,- 
En efecto: 
y To Un a 
> nf nyl “r 
Un X=. a m ... A o 
y 4 ul da2 Url 


además en el capítulo correspondiente a las sucesiones he 
mos demostrado que si 


O 


Series infinitas _ 


. > ; . A  E 
lím an = a, se verifica que lím*%/a]+22+93....tn = a 


luego: 


ips y 


La uo 
ca q ms è Mm e = 


lím uy = lím 2 si 
ur YE Un-2 Un-1 Un-]1 


EL teorema recíproco no es verdadero en efecto 
consideremos serie: 


l+a+ab+t að +t ab? t.u. t ad es 
donde ay b son números positivos. La razón entre un 


término y el precedente es alternativamente a y b mientras 


que lím 2/fuy = ab. 


L 

Teorema 135%- E log 
Si apartir de cierto rango, la razón napa 

log n 


es constantemente superior a un número fijo p>l1, la se 
rie es convergente, Si dicha razón es constantemente in 
ferior a un número p<l la serie es divergents . 


D,- 
Consideremos la primera hipótesis , o sea: 
log l 
Un , 
——2>p>1 de aquí resulta log => p log n. 
log n Un 
O sea: 


log L->10g nP . » L> n? 
ün l Un 


Series infinitas ; = 342 - 


90. Método para la formación de series.- Uno de los mé 

todos más sim 
ples para Ass la convergencia o divergencia de una 
serie es por comparación, de aquí entonces la necesidad 
de conocer el meyor número posible de series tanto conver 
gentes como divergentes. A continuación presentamos un 
teorema que nos permite construir gran número de series 
de términos positivoss 


Teorema 1414 
Sea [an] una sucesión que tiende a infinito 
junto con n, entonces las dos series de términos. posi- 


tivos: 


(az-e]) + (23-22) + es e.no + (an+]-8n) + e... (a) 
TNA E E N, e AE A b 
(eL a2 j (az a3 j Sn an+ +1) (o) 


son respectivamente divergente y convergentes 


De~ ; 
En efecto la suma de los n primeros térmi-' 
nos de la serie (a) es: 


s37 am 7a 


y como la sucesión [an] es divergente, la sucesión sn 
diverge. 


Ahora la suma de los n primeros términos de 
la serie (b) es: 


Series infinitas _ ; 343 - 


a 


E 4 A ea n 
lo que nos indica que la serie converge hacia a +» Esta 


última parte de este teorema nos permite enunciar el sí“ 


ouiente? 
er ongi 


Teorema 14,22 
Si el término general u, de una serie pue 


de ponerse bajo la forma: 


= fín) =- f(n+1) 


donde la función f(n) tiene un límite cuando n tien- 
de a infinito, la serie 2u, es convergente, 


D,- 
Si designamos con bp la suma de los n pri 
meros términos de la serie 2Uun , resulta: 


[£(1) = £(2)] +[£(2) - £(0)]+ .... +[£(0)-£(n+1)] 
o sea: i 
= £(1) - £(n+1) 


y como f(n+1) tiene un límite cuando n-—« y la suce 
ción [sn] es convergente y lo tanto lo es también la serie 
Žun . 


Conlcuiremos E referente a las series de térmi 
nos positivos formendo algunas series, con ayuda del teo» 
rema recién demostrados stos ejemplos nos mostrarán tam 
bién, indirectamente, como puede determinsrse en algunas 
casos la suma de una serie, 


Como primer ejemplo tomemos la sucesión fan |=¡n,, 


empleando la fórmula (b) obtenemos la serie: 


Series infinitas _ 


A > 
TEET (1 -pz - 1, E PE AN 6oe.ona 
| 2 a 3; 3 P n-l ni 


o bien 


(E E + + $30... oO 
182 23 3*4 (n=l) ñ 
Serie que converge hacia L = 
Tomemos ahora la sucesión An = 1 
arc Ug mrte 


atnb 
“donde a, b, yc 


son números positivos cualesquiera; em- 
pleando la misma fórmula (b) se obtiene: 


Í e CAPE, e 2, 
a tg no ars te Pera Gel tg go aro tg 


220, Ai 
E ere tg DEN - arc tg a + LERES E E] 
\ atn-l1 b atnb ; 
pero como desde la trigonometría se sabe que: 
E EA 
arc o mare tg L = arc tg 2D A 
5 a+n” lb 5 atnb 5 3 
Carh=Lo)(e+nb) 
o sea: 
Eta des y% be 
are te mne aropa eare T eee 


arc pra Ka 
8 (arn bil arnb e2 


O s 


Series infinitas 


A mes v 


de donde la serie se reduce a: 


be + arc tg be 
al a+b) +e? (a+b)(a+2b) te? 


+ LAE E EE EEE] 


arc tg 
Q 


+ t AS Es 
(REEERE arc tg (a+n-l b)(a+rnb) +e? 


serie que converge a: = arc tg Ê 
a 


. 


En ella puede darse a las cantidades a,b y € 
los valores que se desee, Si hacemos por ejemplo: 


a=b=c=1l1,)se obtiene: a 
I= arc t A e E l+ arc t E O 
l, Š S3 Sg e 
1 
e. + are t + .. o. .o...... 
so on s nĉ+n+l 


9l.- Series cuyos términos tienen signos cualesquiera: Nos 

ocu 
paremos ahora de las series cuyos términos tienen signos 
cualesquiera, Cuando a pärtir de cierto rango todos los 
términos permanecen con el mismo signo, el asunto se redu 
ce al estadio precedente, será suficiente entonces estu- 
diar el curso en que la serie tenga una infinidad de tér- 
minos positivos y ¿tro tanto de términos negativos. Vers 
mos inmediatamente un teorema que en este caso es funda- 
mental, 


IE al 


Series infinitas __ 


Teorema iaa 


Una serie 2u,, cuyos términos tienen signos 


cualesquiera, es convergente si la serie formeda por los 
valores absolutos de dichos términos 2/u,| es convergen 


te. Si además uy converge hacia U , la serie 2 fun| 
converge hacia USV » 


Da 
Se tiene evidentemente que: 


[Was ~ 0, ¡< [Y A 


ntp ni N 


ntp 7 


Ahora como la serie 2 Ju ' es convergente por hipóbesis 


se tiene de acuerdo con el teorema general de convergencia 
que; $ 

| n+p S VWni< €E 
para todo p entero y positivo; luego: . 


a 


y los consiguiente la serie 2u, converge. Ademés se tie- 


ne: 
Ulul +jua|+ essees + Jun Y 
luego: 
uv. 
Observación: 


El teorema recíproco del precedente no es ver 


Series infinitas da = 


p O ma 


dadero, es decir que si una serie de términos con signos 
cualesquiera es convergente no se puede asegurar gue la 


serie formada, por los valores absolutos de sus términos 


sea convergente, En efecto, luego veremos que la serle: 


A DLO MMT O 


+ (KEE EE] + ( aye torso. 


g 
+ 
ja 
1 
a 
+ 
ui 
| 
OH 


es convergentes y sin embargo la serie formada por sus Va- 
lores absoluto:: 


o. ... .6...o...8 9. 


AS 
la += 4+<+ 
2 3 4 


sabemos que es divergentes ` 


Definición: r : 

Si una serie Zun, cuyos términos tienen sig- 
"nos cualesquiera es tal que la serie 2 juni es convergente, 
se dice absolutamente convergente, 


Si la serie Yun es convergente y la serie 
2 lunj es divergemte, se dice que la serie Zup es semi 


convergente. 


Puesto que una serie formada por los valores ab- 
solutos de una serie de términos cualesquiera se identifi- 
ca con una serie de términos positivos y como es una tal 
serie hemos demostrado que el orden de los términos puede 
ser cambiado sin cue se altere la convergencia y la suma 
de la serie, podemos enunciar el teorema siguiente: 


Teorema Lihe~ y 

En toda serie absolutamente convergente se 
puede Ciao el orden de los términos sin que se altere 
la convergencia ni la suma de la serio, 


Series infinitas 


Ap re rs 


o SS 


Observación: 

Desde el teorema precedente se desprende que 
toda serie absolutamente convergente, desde el punto de 
vista del cálculo numérico, puede ser tratada como una 
suma de un némero finito de términos. 


Por otra parte conviene hacer notar que si una 
serie no es absolutamente convergente no existe el dere. 
cho de cambiar el orden de sus términos, pues en tales ca 
sos una serie convergente puede transformarse en serie.di 
vergente o vice-versa, o' en otros casos sino se altera la 
convergencia cambia generalmente la suma. Probaremos es- 
ta afirmación presentando un ejemplo clásicos 


Tomemos la -seriet 


E E E E EE E S T E O CO 
] y o e rr OS 
AA O O (2) 
que como ya hemos dicho probaremos más adelante su conver 
gencia. Ordenemos sus términos del siguiente modo: 


EET 1 coo. ce. .... 


L AL 2.1 IA A (pb) 
5 10 12 7 a 


La suma de los 3n primeros términos de esta segunda se- 
rie es: 


E E E E E e a 
San e a dl dE OS 


P e E 
...L£Oe.o..p | 2n-1 Ez | An 


Serios infinitas o a 


O A A 1 17 
o a dE 
Fan =È 82p 


designando con Spp la suma de los 2n primeros términos 


de la serie (a), Si esta serie tiene una suma s resul 
ta: 


Tím O. = Å lfm s- SS 
24 2 2 


lo que demuestra que la suma de,la serie (b) es igual a 
la semi=suma de la serie (a). 


Teorema 145. 


Sea 2u, una serie de términos positivos”: 
dnd P Ed i 
convergentes y sea [anj una sucesión de números reales, 
positivos o negativos numéricamente menores que un núms 
ro fijo k., entonces la serie apuy es absolutamente 
conver gente. 
En efecto se tiene que: 


lan+1 Un+1|*|8n+2 Un+2[* +=.» *[29+p Un+p! = 
ER [an+] Un+1 +|29+2/Un+2* .....*[2n+p|Un+p 


la+] uün+1|*|ên+2 Un+2 |* teme taae wap] <1 


k Cune e "E + senses + Ua+p) 


o AI E 


siendo [an] una sucesión de números positivos tales que 


a es divergente. 


D. 
Sin restar generalidad a la demostración su 
pongamos que la primera desigualdad se verifica para n> 1 
entonces tomando n = l, 2, 3, sseess Mz , se tiene: 


ajuy ~ apua > du 
azug ~ azuzz a u3 


anml] T n A 
de donde sumando miembro a miembro queda: 
214] ~ ¿nn > (u2 + u3 F eseese tUp)a 


de aquí que: 


au] + ug + Ut coco.» + Un) < 870340 u] =at 


luego: 


Spaza + au 


aqa ta 


Su <> 


ur 
a 


Series infinitas : l _= 335 = 


T 


lo que nos indica que [Sn] es acotada y como es creciente 
ella es convergentes, 


En el caso en que: 
Un ` 
IA an F + 
Unal n+1g O 
se tiene: 


a 41 < a2u2 < a3uz < Ei < SqUn 


de donde: 


1 
nza, 
n 
luego: 
A oa e 
- n=1 nj ên 


pero como por hipótesis. la serie l es divergente, re 
sulta Xun diverge también, 


Corollario: 

si Ọ(n) tiene un límite cuando n tiende a 
infinito, la serie Up converge si dicho.lfmite es ma- 
yor que cero y diverge si es menor que cero e 


Observación: 
7 Para la demostración de la primera parte de 


z 1 : 
este teorema no es necesario que 2— sea divergente, 


ân 


Series infinitos __. 336 = 


basta" que EN sea vositivas 


Parbieularmente si se hace a, = l, se obtiene: 


Un . Un . untl l 
-l>a > n+1 n E A 
Un+l 5 é » Wl 7 .. UU SaS 


es decir el criterio de D'Alamberte 


Teorema 137 + (Criterio de Raabe) E 
. La serie Xup de térmi— 


nos positivos converge si 


j A 
nfa 1)>a>1ł 


\un+1 / 
y diverge si 
fu 
al ei pa 1< 1, 
Un+1 è 
` t D,- 
> Este teorema se deduce inmediatamente del 


criterio de Kummer, en efecto basta hacer en P(n) , a"n 


Particularmente se tiene que la serie Zu, con_ 
- verge o diverge según que el límite de 


al ES E 
¡Un+1 ) 


Sea mayor o menor ĝue la unidad. 


Series infinitas _ E - 332 


A 138.- (Criterio de Gauss).- 
Si la serie 2u, s de 


"términos positivos, es tal que: 


Dat æ o 
Un n ë n 


'donde A(n) es una funtión acotada de n, entonces la se- 
'rie Zu, converge si h>1 y diverge si h<l. 


De~ 
La demostración de este teorema se desprende 
también del criterio de Kummer, en efecto considerando el 
caso h A l, hagamos ap=n, resulta: 


a ) A u 
X 0 to -< + n 
n=00 a antl!” n-o o 


y aprovechando la hipótesis se tiene: 


=n-1) 


lím. n lím | h Am i 
n= eng enn |P o 


lfm un lfm A(n) 
po Pro 8092) Sax (naa + EZ) = mea 


ahora si h>1l resulta h-1>0 y la serie es convergente, 
si h<l, resulta h-1<0O y la serie es divergentes 


Para decidir el caso en que h=1, emplearemos 
también el criterio de Kummer tomando an =nin , pues mås 


adelante demostraremos. ques — es divergente (párrafo 


93). De modo que: 


ero ER a = nta (1 Pe E) (an): *L(n+1) 
Un+1 n? 


Series indefinidas 338 ` 


Un 
a 
Pun+l 


= ap] * N In + meii 2 (n+1) L (n+1) 


PE S n, 
a a (n+l) ioy + ala). 


an= = anel = (DL 1 A EA) 


ün+l 


luego: 


lo que nos indica que en tal caso la serie es divergente, 


Teorema 139 (Criterio de Bertrand).- 
z Si la serie 2u, > de 


términos positivos es tal que: 


a h 


un n nin 


ella es convergente si  h>l+a, siendo «4 un número fájo 
positivo, y ella es divergente si h<i. 


Y 


A 


e e ra 


D= 
En la demostración de este teorema emplea” 
mos el criterio de Kummer, tomando ay = nin , así resul 


bos 
Y Ce 


un = h dE w- o T E 
an iT ema = nln] «> 2] (2+1)Un+1) 
an a - an+1 = n In + In + h - (n+1)L(n+1) 
«> 
a n 
un ~ n+1 =h + (n+1) L aer 
-(n+1) 
o E E 
ag T L T P L(a str) 
de donde: 
lím ; Un 
EE (ea ema) =a 
ahora si  h>l1+a 
lfm u y > 0 
nə- ' Va+l ai an+1) 


Series infinitas 


O 
A E oA A et 
: 


Un \ 
Be = <O 
( ETE SA 


o sea en el primer caso la serie converge y en el segundo 
diverge, 


0 


Teorema 110. 

Si los términos de una serie convergente de 
términos positivos, son dispuestos en otro orden, la se- 
ries permanece convergente y su suma inalterada. 


De~ 
Consideremos la serie Zu convergente y de 


términos positivos, alteremos el orden de sus términos or 
dđenándolos de una manera cualquiera, Denotemos la nueva 
serie así obtenida por vo de tal modo que todo u es un 
v y todo ves un u, Sea además: 


Un “UL + U2 + Ug t ceo... +UA 


Vn = v1 + v2 ENG * essee EY 


Supongamos ahora que los n primeros términos 
de XUn esten entre los m primeros términos de la se- 


rie vn y que además los m primeros términos Xvy es 


ten entre los ntp primeros términos de Župy , se tendrá 
entonces: 


n<men+p 
y por consiguiente: 


¿AA 


Series inf TN cr 7 


ER AiO o rn, 


Ahora se tiene que lfm Up= lím Up+p= U , de aquí que 
la serie 2 Y, sea convergente y tienda al mismo lfmite 
que Žun . 


Observación: 

Se puede también, en una serie convergente de 
términos positivos agrupar términos de una manera arbitra 
ria, es decir formar una nueva serie donde cada término 
sea igual a la suma de un cierto número de términos de 
la primera, sin cambiar la suma de la serie, Supongamos 
que se agrupen los términos consecutivos de la serie ¿Un o 
formándose la serie: 


M + Mo + M3 + spooroo + Mm + oc...oo 


en donde: x 


> 


My = ul + u + uy + o.ncoo + Up 
Mo a “+1 * Up+2 + esscoro T ua » etc, 


La suma ¿ly de los n primeros términos de la serie 
My es igual a la suma Ur de los m primeros términos 
de la serie 2Uyn para m>n e Ahora cuando n aumenta 


indefinidamente lo mismo ocurre con m y por lo tanto la 
sucesión vn converge hacia el límite U, 


Combinendo las dos operaciones precedentes, se 
ve que toda serie convergente de términos positivos, se 
puede sin alterar su suma, reemplazeria por otra serie 
donde cada término está formado por la suma de un cierto 
número de términos de la primera tomados en un orden cual, 
quiera. Es suficiente que cade término de-la primera se- 
rie entre en uno y solamente en uno de los grupos de tér- 
minos que formen la segunda serie. . 


serios infinitas A NN 6 O 


y como la serie fu, es convergente se puede hacer; 


E 
Unt + Uat? + gene... + Un +p < E 


de donde: 


[an+1 Un +1 |* |an+2 Un+2|+ e...» + lan+p Un+p| + 


es decir la serie 2aqUy es absolutamente convergente, 
Definición: 

Une. serie cuyos términos son alternativamente 
positivos y negativos: 


up- up + uz - u, REA IA 


se llama serie albternantee 
Teorema 1/40. 


Une serie alternante es convergente si su 
término general tiende a cero y si cada término es numéri 


camente menor que su precedente». 


Se tiene que: 
S2n = (y pa uz) + (uz e w) Fassett (Un-3 Pa Uy) (e) 
igualdad que tembién puede escribirse en la forma: 


Ahora como (ul - uo), tu = u)» doc ..oro 


Series infinitas ___ 


que podría llamarse álgebra de las series, debido a la a- 
nalogía que existe, como lo veremos,entre las operaciones 
fundamentales de la aritmética y los conceptos que pasa- 
mos a definir: 


Definición: 
Dadas las series Zup y Żvp llémase suma de 
ellas la serie: 


°. 
n= 00 


Z (Uy + 1) 
n=1 


y llánase producto de ellas la serie: 


nzo => 
53 (u 194) v,_]* eee e e HUV) > Z Pa 
e n= 


Teorema 14,7, . 


Si žu, y 2Yy son dos series convergentes, 
su serie 2 (untv? converge hacia la suma de las sumas de 
dichas series, 

De- y 
Sean Uy Y Vp las sumas parciales de las 
series ZUn y 2vprespectivamente, se comnrende sin difi 
cultad que LHA serán las sumas parciales de la serie 


2 (up+Yp) y como: ; 4 


-lím (Up) = lím Up + lím Vn 


Series infinitas 


353 - 


e ANA PP ¡A NA A o 


queda demostrado el tecremas 


Teorema uy8.- 
Si las series de términos positivos up Y. 


Zyn son convergentes, su producto Pp tonverge al pro 
ducto de las stmas de ellas. 


De- 
Designemos con Un s Vn y Pp la suma de los 


n primeros términos dé las series žu, ŻW} Y 2 
respectivamente, Se tiene entonces ques 


Pon - UVa F uy 1 +(u]vo+uova) tooo. +(U]VIptUZVI ] hor... 
e.as tu2n=1V2+u Y1) uy] +tugtua eres tiy (a Vage .. +1) . 


y notando que todos los términos del tipo ujv3¿ con i y 


j = 1,2,3,+...e(m1),n se anulan resulta: 
Pap Up YU], ¿1 (UVA+ ¿PUZVn+1) ETET +( ULV tU Von 1*+ con 
ese e PUT) VIA LIA LV2) + + HU] A 1 V2 + e + 


s... +Un +] Up) 


lo que puede escribirse como sigue: 


Series infinitas, i E - 35h - 


se a int 


Pay Up Y Un (Vp +19 +24 ..o. +v2n) +u2( th] Vn+2te .+Y271) teso 


-+U Vnt UI (U TUNEZ e e ee tuon) tV2(Un+1tUn+2te e etun J). 


seres e PVoUo+] . 
de aquí 'entonces que siendo las series Zun y 2w, de 
términos positivos, se tenga: 


nUn V nl (07 +u7+t, e etun) (Vn+11, n+2* e... Voy) + 


+(v]+Y2P0 es e tVn) (Up +1 Un+2 ies. e+ uzn) 


A Pero por otra parte si U y V son las sumas 


de las series 2Uy 2v, , se tiene para todo n, que: 


a 


UJHUD+e v a o e e Uy <U y VL Vote. ee +Vn < V, 


luego: 


Pop Un VS U(vn+1tYn+2* e.s.. Hap) +V(up+1 n2t +u) 


pero debido a la convergencia de las series, tomado un nú 
mero arbitrario € >0, existe un número Nł tal que 


Naor 
Pea 


todo n > Na se tiene; 


€ £ 
Vpl Ynt2*eeee+Y2nS r y E E E da 7 


Series infinitas ____ AS 
de donde: 


E 
Ahora teniendo en cuenta que: 
lim UWn = U*V 


se comprende que puede elegirse un Na tal que para todo 
n>N, se tenga 


W = n< S. 


de donde podemos afirmar que para todos los n ts que 
el mayor de los Ny] y N, se tendrá: 


Pon — UVE 


lo que nos indica que la serie pp es convergente y tie 
ne como suma el producto de las sumas de las series 2u, y 


2 Un » 


Teorema 149. 


Si las series Žu Y 2vYpy son ' absolutamen 
te convergentes su producto 2 Pp es absolutamente conver- 


gente y tiene por suma el producto de las sumas de las se- 
ries e y 2 Ya » 


De~ 
En efecte repitiendo el procedimiento desarro- 


Series infinitas - 356 -= 


llado en la demostración del teorema precedente e indican 


do Un, Va y Pa las. expresiones análogas de Un y Vn y 
c 


| Pon - UnWal < Pon - Un 


Pero debido a la convergencia absoluta de las 
series, las consideraciones indicadas en la demostración 
del teorema precedente se pueden aplicar a las series Fupi 


y Ejvn], de aquí que para un n suficientemente grande, 


luego 
i € 
Además para un n suficientemente grande 
3 < E 
[Up Yn > Uv] 3 
de donde 


[Pop ~ UWE 


lo que demuestra el teoremas 


Series infinitas > = 357 = 
a) Estudiar la serie  L(1*aP) con O< a<ł 


Tomemos la serie auxiliar 2v, = Žan y entonces como 


© un L(1+a?) Ł 
5" a a e + Le =1 
n a 


vemos que la serie 2Upn y 2 Vr son de la misma naturale- 


za y como la última nombrada es convergente igual cosa o 
cúrre con la serie propuestas 


$ 


b) Dada la sucesión [an] de términos positivos, demos 


trar que si a permanece inferior a un número negativo 


para todo an desde n>N , ocurre que la serie 2an, con- 


La 
verge.. Si ra permanece siempre positivo la serie es diver 
gente» 
En efecto supongamos 
Lan i e pap 
—Z =p entonces — [tp < e <1 
n 
ahora si 
Lan i 
F >0 resulta La,>0 y luego ap>1 


c). Dada la serie de términos positivos Zas si o- 


` curre que: 


Series infinitas - 358 


` 


a, >-1 la serie diverge 
In 

Lan f š 

A <*"-p<-l la serie converge 


In 


` 


En efecto de la relación 


Lan, , 1 
-2< -p se sigue < = 
Ln a 
y luego ; 
1 
gm ? 
as 


Ahora si ocurre que 


Lan - 1 ' 1 
e -l se sigue Lla? LS y luego > > 
Se comprende que si el límite de la razn 
Lan - E 
=— es mayor que =l la serie diverge y si dicho lími~ 


In 


te es menor que 1 la serie convérge « 


d) Demosbvar que la condición necesaria y suficiente 
para la serie cuyo término general es: 


2 
nP+e7a TA ES 
a A lo a con Pp y q ente 


nn. PA +2q ros 


Uy + 


Series infinitas 


ÓN Mi 


sea convergente es que p<a-2». 1 
Para demostrar esta afirmación tomemos la'serie 


D 
auxiliar vpn = 2 , entonces se tiene: 


na i 
a >` a 
L+ nnt E 
y nP 
lim Š = 1m 5 —=1 
Yn 2L + + 24 


lo que indica que las' series Zu, y 2vpy son de la mis- 
ma naturalezas ¿hora Ù 


y como la condición necesaria y suficiente para la conver- 
gencia de esta serie 2vy es Q-p>1 , resulta que la con 


dición necesaria y suficiente para la convergencia de la 
serie ¿Un es que 09-220 ő sea p£a-2 ya que py q son 
enteros». 


e) Demostrar que, si P(n) es una función positiva 
necreciente de m y aun entero positivo mayor què uno, 


entonces las dos series Y(n) y 2a? P(ad) son ambes 
convergentes o divergentes, 


Para demostrar este teorema agrupemos los tér- 
minos dela serie P(n) como sigue: 


PL) +9(2) + ooccoomo + Pla)] + 
[Plar1) + Par2) +... +a) + 


Series infinitas $ 5 - 360 ~ 
+ | pla?+1)+ Plat+2) + connoso + P(N] + 


x 


+ 


(ZEZ EZEZEZEZEETTEETETESFTEEERETETS] + 


` 


+ [P (an=1,7) + (ct Pr 


p © > ù ù > > s ù ù > > > ù ù ù> > > k $ 


Designemos con 3, la suma de los términos que forman 


el grupo de rango _na Puesto que el número de estos tér= 
minos es a? =- ad y como la función Y(n) es decrecien 


te se tiene: 


4 


(Manel) p(aN< SaS (a?-a™ 1) 9 (a071) 


o sea 


acl. an p (an) < SyS (a-1) al (anl) 


Esta doble desigualdad nos muestra que si la se- 
rie Za” P(aM) es convergente también lo es la serie ES, 


y por consiguiente la serie *P(n). Contrariamente si la 


serie Yalp(a”) es divergente otro tanto ocurre con la 
serie >P(n). Finalmente como toda serie de términos po= 
sitivos es convergente o divergente resulta pues que las 


` series 2P(n) y Zaf P (a?) son ambas convergentes o diver 
gentes. 


f) Demostrar que la serie Y 


es convergente cue: 
n(m)P 
do p>1 y divergente si píl. 


Series infinitas =- 361 — 


De acuerdo con el ejercicio precedente estamos 
en condiciones de asegurar que la serie propuesta conver 
ge o diverge según converja o diverja la'la serie cuyo 
término general es: 


n 1 1 A E 2 1 1 


a a Y 


aL). (la? (nta)? (ta)? nP 


y puesto que (La)? es constante vemos que la, serie con= 
verje si p>1 y diverje si p<l. 


g) Estudiar la serie2 1.305 ea. se 2] . 


. 2+ho6 Al 


> 


se tiene ques 


2n+2 A 1 1 
E A T E 
Un+] 2n+*1 2n  2n(2n+1) 


o sea: Si =l 
a A + 2 
Pe =s] + e + a 

Un+] D n? 


r 


y como A(n) es acotado y además h= > de acuerdo con 


el criterio de Gauss se vé que la serie es divergente, 


: : l 
h) Demostrar la convergencia de la serie 2 Dm DE 


y calcular su suma » 


La aplicación del criterio de D'Alambert es ine 
ficaz, aplicando el Criterio de Raabe se encuentra 


Series infinitas - 362 - 


resultado que no asegura la convergencia de lz, serie, 


Para el cálculo de su suma basta abserver que: 


PE AO PSA 
n(n+1)(n+2) 2 a) (n+l) (n+2)) 
de donde: 
ES E 1 1 A 
Sn = is AAA rr A AAA 
n 10203 2e3eh  3ehe5. 2(n+1)(a+2) 


o dE Se A 
ih(n+1)  (n+1)(n+2) ; 
s = h l | 
no 2112 (n+1)(n*2)] 
y luego: 
lím Sn = 


Ple 


9ht.- Ejercicios propuestos,- 


1.- Establecer la convergencia de las siguientes se- 
ries. 


Series infinitas = 363 = 


no n= n= 00 

Da 1 Ga 1 EE ai 1 
AN ES RA n 

eR Vn(1+n2) E lən eE (La) 

n= 00 n= n= œ 

ST ni AS A E 1 

haa gn en (nE e n(n+1) (n+2) 

n=1 o 152 =1 


n= œ n= co n= co 
a LRR rr E L(+ L) w ntl e 1 aL 
Ln yn ? 4 n??? A S n n 
n=l n=1 n=l 
n= o n? n= oœ =o 
= AER 
-B 3 Ln ¿7 | La «fal 
E 2 n? aE Han 
n=l n=l n=l 
2,- Establecer la divergencia de las siguientes series 


e 1 e 1 g y 103.2 e..o.. (2n-1) 


A l 4 z E n T. ? 2 6 (ETET) 2n 
n=l n(n+1) n=1 ROND n=1 
n= œ n= 00 n= œ 
1 Y” 1fna+b n 
L En L n pen] 2 Irin 
n=l nsl n=2 


3.- Demostrar que si la serie Zu, es convergente, 
converge también la serie 2 > 


Series infinitas ~ 361, ~ 


Le~ Demostrar que si la serie 2uy es convergente, 


también lo es la serie y 22 
1+un 


5.” Demostrar que si la serie Zum es convergente, 


también converge la serie 2 e 


6.- Si [Vp] es una sucesión nula con vVp>0, enton= 
ces las series vp y  I(l+*v,) son de la misma natura- 
leza, 


7.- Demostrar que la serie 2 


; es divergente para 


todo pe 


Ln 
8.- Demostrar la convergencia de la serie 2 2 7 


%.- Estudiar la serie > = 


2s 
10.- Justificar la convergencia de la serie Y nz 
5 n+l n5+2 
la divergencia de la serie “ 392.1 


y 


11,- Estudiar la convergencia de la serie 


¿E n 
y [sen (a + 2)] siendo O< a +g<1 
n=l D e 


o a 
12.- Estudiar la serie 2 Ita (a + 4 | 
: n=1 E a 
Mid 
siendo 0&a+ B3 à 


Series infinitas 


13,- ¿studiar la 


14.- Estudiar la 


15.- Estudiar 


16,- Estudiar la 


17.- Estudiar la 


18.- Estudiar la 


19.- Estudiar la 
20.- Estudiar la 
21.- Calcular la 


22,- Calcular la 


, serie 


= 36 


e 


._ l Tr 

Vi 

serie te — 
90 57% 


3: . 
A 0 LA Nnt 
AAA (n2-4n+1) 1 n?+1 


n+1 


Lar in? 


e 


con p>0 


so cos na 
serie \ e , 
E 2n 


serie) sen na 
ni 


nT 


To 
serie). A sen 2 


(3n-2) (3n+1) 


suma de la serie o 


suma de 


maaa ao 
la serie f zn 


Series infinitas 


23,- Calcular la suma de la serie X l 
nata 
5 saa E a aeaa a A Y n2 
Aye” VOLUMUL di OUa US La Sci 1 ni 
25.- Calcular la suma de la serie ' znt 


95.- Serie de funciones - Convergencia uniforme,= Llama- 


; mos se 
rie de funciones a la expresión: 
n= œ 
e fn( x) = f(x) + falx) + seuta) susto 
ns 


donde ELE) y fo(x) p a Lo (x) s +... Sc. son fun 
ciones de la veriable x definidas en un mismo intervalo 


(a,b). Un intervalo I se dirá intervalo de convergen- 
cia de la serie 2fn(x) si en todo punto de él (pudiendo 


exceptuarse los extremos) Las funciones fplx) son defi 
nidas y las series Z falx) convergentes. 


Dada una serie de funciones Ë fn(x) convergente 


en un intervalo (a,b), puesto que a cada valor de x en 
(a,b) corresponde otro número, suma de la serie, se com- 
orende que ella define una función de x en el intervalo 
(a,b), ésta función la denotaremos por el símbolo S(x), 
Análogemente designemos con sníx) la función definida 


en el intervalo (a,b) por el conjunto de valores que to- 
ma la suma de los n primeros funciones f(x), folx) , 


sro..»y Inx) pere los diferentes valores de le variable 
Xe 


Series infinitas - 367 = 


Una serie de funciones *f nx) se dirá conver 


gente para un determinado valor de x si tomado arbitra 
riamente un núnero2 > 0 se puede encontrar un entero posi 
tivo N tal que para todo n> N se tenga: 


s(x) 2 Ex x)| <E 


Es frecuente reemplazar S(x) ~ splx) por 
rpíx) con lo cual la condición precedente se reduce a 


im rp(x)=0 


Es conveniente notar que de la definición de 
convergencia que hemos dado, el número N que en ella 
interviene no solo depende de la magnitud de E sino tam 
bién del punto x considerado. Para ilustrar esta im- 
portante observación consideremos la serie: 


de CI PER 
x+*1  (x*1)(2x+1) 


O + eo... 


ESPE, AA 
(n-1x+1) (nx+1) 


definida en el intervalo cerrado (0,1). El n-ésimo tér- 
mino de la serie se puede escribir en la formas 


X S l 1 


A EÈ omnea amma ame 


(n-lx+1)({mx+1)  n-1x*1 nx+l 


de donde la serie puede ponerse 


/ Lo) == cnn 


a tj 


+ 
\ x+1; íx+l 2x*l; n-lxr1  nx+]/ 


Series infinitas l -~ 368 ~ 


y luego la suma de sus n primeros términos se expresa 
por 


de donde 
S(x) = 1fm enlx) = 5 * si x#ž o0 


De modo que para x Á O se tiene: 


oo A Y 
ntl  nx+l 


rx) = S(x) — splx) = 1- 


Pasemos ahora a determinar un N correspondiente a unt>0 
tomado; de tal modo que para todos los n>N , se tenga 


| ra(x)|< 3 


puesto que 


rabo = nx+l 


la condición precedenete se reduce a 


1 
ma <E 


o sea a 


Series infinitas _ ~ 370 - 


de donde la condición r (x) <€ se reduce a: 


y finalmente 


relación que muestra que el conjunto de los N permanece 
acotado para los valores de x en el intervalo O0<xZ<1l 
en efecto. N = 100 satisface la desigualdad precedente 
con €= 0,01 y para cualquier x del mencionado interva 
lo. 


Resuniendo entonces las consideraciones preceden 
tes vemos que en elgunas series de funciones el entero N 
depende de los valores que tome la variable x y en otros 
dicho entero es independiente de estos valores, Por esta 
razón nosotros introduciremos un concepto nuevo: el con- 
cepto de continuidad uniforme, mediante la definición si- 
guiente: 


Definición: 
La serie de funciones Z fn(x) definida en un 

intervalo (a,b) se dirá uniformemente convergente en es 

te intervalo si para cualquier £>0 arbitrario que se 


tome existe un entero positivo N , independiente de x 
y tal que: 


ist) - snl x)|< € para todo n>N 


Teorema 1502 ; 
Sea la serie de funciones Zfp(x) definida 


en el intervalo (a,b) con todas las f(x) continuas en 


Series infinitas - 372 
dicho intervalo, Si la:serie es uniformemente convergen 
te en (a,b) entonces la suma de la serie es también fun 
ción continua de x en (a,b), 
De- 
Designemos con S(x). la suma de la serie, 
entonces será suficiente demostrar que: 


js(x+n) — S(x)¡< € para jha 


siendo x]'Y x]+h dos puntos del intervalo (a,b), Para e 


llo tenemos: 
|S(x+h)-5(x)} = |sGen)-s, (en) + [sn Gora) 8. (20) + 
KOREI 
de donde: 
|S(x+h)-S(x)| <S | 5(2+h)-sn(x)n)l = |s (+) -5, (0 |+ ¡sn (2)-8(x) 
pero como por hipótesis se tiene que la serie Żf n(x) es 
uniformemente convergente, tomado un número £> 0 existe 
N tal que 
[sp(x)-<S S(i< 5 para todo n>N 


y en todos los puntos del intervalo (a,b). De donde to- 
mando Xy Y xth se tiene: 


€ 
[Sp (1) = S(x)1< 3 para n>N 


|ant) + Shah) para  n>N 


Series infinites - 372- 


Elijamos ahora un número y tal que para todo n>N se 
tenga 
£ 


snlxi+h) =~ spa) < 5 siendo  h|< ” 


ello puede hacerse opuesto que la función Spx) es COr- 


tinua, De todo lo precedente se desprende entonces que: 


[5Gq1)-5(x)1< 5 + $ .3. =€ para |hij<n 


lo que es prueba al teorema , 
Teorema 151, 

Sea la serie de funciones fnlx) tal que 
cada fi(x) es ua función acotada en (ayb). Si existe 


una serie convergente de términos positivos y constantes 
3 Mp tal que [fi(x)< M; para todas los valores de x 


en (a,b), entonces la serie Zf p(x) es uniforme y abso- 
lutamente convergente en (a,b) a 
De-. 
Puesto que la serie 2 Ma es convergente se 


tiene que: 


Mn+l + Ma+2 + s.ooooo + Mn +p <S E 


pera n>N y para todos los enteros positivos ps Pero co 
mo porhipótesis ceda fi(x) es tal que [fi (x)]< M para 


tedo xde (a,b) resulta: 


Series infinitas ; -273 = 


j fne 6)! +20) | t cacce + [LD] < E 


y como esta desigualdad es independiente del valor de x 
en el intervalo (a,b), se sigue que la serie Zf (x) es 


uniforme y absolutamente convergente en (a,b), 


Este teorema se conoce con el nombre de criterio 
de Weierstrass 


Teorema 152. - 

Si la serie Zf (x) converge uniformemente 
para a<x<b y si cada función f(x) tiende a un Jímite 
lp , cuando x tiende a algún punto ce del intervalo 
(a,b) resulta que la serie 21, es convergente y además. 


lím 2Zfplx) =22 lím f(x) 
x-—C i XC 


De- 
Puesto que 2fn(x) es uniformemente conver- 
gente, existe un N tal que para todo x de (a,b) se ti: 
ne: 


[Epa 00 tr (0) + seee tf nep )]< E con n>N 
de donde 


Ua |Epeglx) + far2L0 + 2... + Prep OLE 
X— C 


o sea 


a o 


Series infinitas = 37% - 


pu 


lo que nos indiga que la serie 21, es convergente, 


Sean ahora rp(x) y r, los restos de las sg 
ries 5 fp(x) y 21,, entonces 


Tei MO- Eyn E aO D 3d 


n=l n=l 


DES Sa n(x) - n È [En Z 1a] + ra(x) = Pa 


n=l 


donde NM ha sido elegido de tal modo que Tp (x) y Ta 


sean cada uno de ellos menores que 5 » lo cual es posi- 
ble por la convergencia uniforme de Xfp(x) y por la con 
vergencia de lp + ¿Ahora puesto que fp (x) tiende hacia 


ln » $2 puede elegir un 3 tal que 


y como 


ea =- | e E im f) | e: PON , 
z fa) > 2 “a Sjó Eno) ~ “nii T Eni]? En! 
n=l wl 1 y 


resulta 


Series infinitas A DESEA 


æ% % ; l i 
Z fa) 37 Luse © para |x=oj<a 
n=l n=l 

O segs! 

22 o 
lfm 2 £,6) « 57 e lfm f n) 
Xc ne n=1 n=l x.e 


96s- Series de potencias. En este párrafo diremos algu- 

nas palabras sobre un impor- 
tante grupo de series de funciones conocidas con el nombre 
de series de potencias. Llamamos series de potencias a 
las series de La as 


+ 


pa ap? = ay*a7X+ta2X a 


n=0 


Los números reales a y, do y e... an 3 se. reciben el 


nombre de coeficientes de la serie y se comprende que el 
conocimiento de ellas es suficiente para tener la serie, : 
és decir la serie estí dada cuando se dan sus coeficiente, 


La totalidad de los valores de x para los cua ` 
les la serie es' convergente recibe el nombre de dominio 
de convergencia. Se comprende sin dificultad que toda se 
rie de potencias eonverje para x=0 cualesquiera que sean 
los an e Por otra parte existe series de potencias que 


no converjen para ningún valor de x,' exceptuando el va- 
lor x=0 . ¿se efecto para la serie 


7 ni x = Leal iK teepannu no 


se tiene: 


Series infinitas SNIE 


wlj l al 
al 


e 


que tiende a infinito vera todo x, excepto pam 


Teorema 153, 
Si la serie de potencias apx” es convergen 


te para x = xy A 0, entonces ella es absolutamente con- 
vergente para todo ;<¡Xo] + Anélogamente si la serie 
es divergente era x= x, # 0 entonces ella lo es también 
para todo |xi>|xyj + 
De- 

Consideremos la serie Za y supongåmos=- 
la convergente para x = x1 F 0, entonces necesariamente 
se tendrá que uy = e deberá tender a cero cuando n 


crezca constantemente, de aquí -entonces que deberá existir 
un número M tal ques 


lao | <N para todo n>0 
luego 
TS 
j n ECEN E nji x 
zaal = Ja El = aa] | al out aj 
Ap! 


rt ie 
de donde para todo |xi<fx,| , se tendrá que la serie 


4 i 2: 
Zla] Se ļaoļ + ax] + [a2x | teeeet jaa | t seo.» 


Series infinitas _ 


< att- 


serå convergente. 


La demostración de la segunda parte del teorema 
es ahora inmediata, en efecto supongamos que la serie di~ 
verge para x = Xx, # 0, si ella fuese convergente para =un 


ix1>/xo1 entonces de acuerdo con lo ya demostrado ella 
debería ser convergente para Xo , lo que es contrario a 


la hipótesis, 


Teorema 15h e Ai 
Dada la serie de potencias Za existe 


un número R tal que para todo jx|« R la serie es abso 
lutamente convergente y para todo |x|> R . ella es diver- 
gente + F 
1 y 
D,- a R 
Consideremos la serie Z |a x | y sea xı 70 
un número real para el cual la serie es convergentes Cla 
sifiquemos el conjunto de los números reales positivos en dos 
clases,colocando en la clase inferior, todos los x tales 
que para ellos la serie 2fa,x”| sea convergente y en, ela 


se superior el resto de los números reales positivos. 


Se compreride que de acuerdo con esta clasifica- 
ción que todo núnero real pertenece a alguna de las dos 
clases, que ambas clases no son vacías y finalmente, te 
niendo presente el teorema anterior, que todo número de 
la clase inferior es menor que todo número de la clase 
superiore 


! De aquí entonces que esta clasificación defina 
un número real R tal que Zap converge absolutamen= 
te para todo |x}<R y no converge si |x|>R » Nada se 
dice para |x| =R. 


Finalmente si la serie converge solo para x = 0, 
entonces pondremos R = O y si la serie converje pera to- - 


Series infinites_ 


do número real pondremos R = œ 


Este número R cuya existencia hemos demostra= 
do se conoce con el nombre de radio de convergencia de la 
serie y el intervalo (—R, R) se llama intervalo de con- 
vergencias 


Teorema 155. e 
Si la sucesión ¡ani admite un línite £ FO, 


ti 


se tiene que R= = , 


toi 


D.- 
: : n 
Sea la serie de potencias Zayx” ; de acuerdo 


con el criterio de Cauchy ella es absolutamente convergen 
te pata todo x tal que: 


14m Aflani*px]< 1 


o sea la serie converge para todo x tal que: 

hijxi< 1 (a) 
y diverge para todo x | tal que: 

L-ixj> 1 (b) 


de aquí entonces que de acuerdo con la definición de radio 
de convergencia de una serie se tiene: 


L L 
R= s= = con XAO 
2 ifm “jian | 


Si J=0 ,„ la desigualdad (a) se satisface para todo x 


Series infinitas A -379 


y en tal caso el radio de convergencia es infinito. Si 
l es infinito de acuerdo con la desiguaided (b) se si 
gue que la serie diverge para todo x O y en tal caso 
R= Qa 


Conviene notar que la no existencia del lfmite 


n/ ; pro : 
de /jani diferente de infinito no es motivo para creer 


que no exista R. A este respecto podemos decir que se 
demuestra (ver por eae Advance Cálculus — Iván Sokol 
nikoff) ds si la sucesión 2 2 fani tiene un límite superior 


Cm 2 | hani) entonces el radio de convergencia de la seri 
Za es el recíproco de este límite, 
En práctica es generalmente más cómodo determi- 
nar el radio de convergencia aplicando el criterio de 


D'Alambert, pues el Teorema 134 nos capacita para u=- 
sarlo con este fin, Se tendrá entonces: 


=p 


An+1 


y la serie correspondiente será absolutamente convergente 
en (~R, R). 


Teorema 156. y 
Si la serie 2apx tiene un radio de conver 


gencia R, entonces la serie Ena Ml también lo tiene, 


D.e- : l 

' E E AES 
Puesto que la serie 22, xXx. tiene un radio a 
convergencia i número es el límite superior de la 
sucesión 3/1 lan | 


Por otra a como zj |na,| == ne 2/ [87] y. 


Series infinites =- 380 — 


rs 


q ; l 
y puesto que lím“yn= 1 , resulta que las sucesiones 


i 2/map1 | y ECH ; tienen el mismo límite superior, 
lo que demuestra el teorema. 


Una serie de potencias Za, x? cuyo radio de 


convergencia es R, converge para todo número real ¡x:¡<R 
y por consiguiente a cada x del intervalo (-R, R) corrre 
ponde un número S llamado suma de la serie, se vé puss 

que la serie Zap? define una función de x con el in- 


tervalo abierto (-R, RJ. Cuando queramos hacer notar es- 
te hecho emplearenos la notación: 


f(x) "ata xt az e dt A T 


o 


De acuerdo con esta observación y con los teore 
mas establecidos en el pírrafo 92 intitulado "Algebra 
de las series"! ¡podemos enunciar los teoremas: 


Teorema 157, 
Si Zap? y *bpyé son dos series conver- 


gentes que definen las funciones f a(2) y £ (x) y enton 
ces la suma de ellas converge hacia f, (x) + £,(x) a lo 


memos en un intervalo común, a los intervalos de conver- 
gencia de las dos, series. 


4 


. 


Teorema 158,= T 
Si las series 2apx” y 2D, x? convergentes 


definen las funciones f alx) E p ; AR EIE el pro- 
ducto de ellas converge hacia 2.2)" fp(x) a lo menos en 


un intervalo común a los intervalos de convergencia de las 
dos series. 


Series infinites i = 381 - 


Teorema _159.~ 


Sea R>0 el radio de convergencia de la se 
rie de potencias Zap” , entonces ésta serie converje ab- 
soluta y uniformemente en cada punto x de cualquiera in 
tervalo (a,b) interior al intervalo (-R, R) , 

D,- 

Puesto que el intervalo (a,b) está conteni 
do en el intervalo (-R, R) se podrá elegir un Xo posi- 
tivo mayor que Jal, y que |b] y menor que R con lo cual 
el intervalo (ab) estará contenido en él intervalo 
xo > x) y por lo tanto para todo x de (a,b) se ten 


drá: 


jan | < [amp | 


ynpuesto que la serie %ja, xQ | es de términos positivos 
y constantes, el teorema 151 nos asegura la convergencia. 
absoluta y uniforme de la serie 2anx en el intervalo 
(a,b). 


Corolario: A 
Una serie de potencias Fayx” define una función 


continua para todo los valores de x de cualquier interva 
lo (a,b) contenido en el intervalo de convergencia (-R, R; 


Este corolario es una consecuencia inmediata de 
los teoremas 150 y 159 a 


Teorema 160, E A 
La suma de la serie de potencias 2 2pX es 


una función que admite deriveda en todas los puntos inter 
nos de su intervelo de convergencia, y esta función deriva 
da es la suna de la serie Zna . 


Series infinitas - 322- 
D,- 3 
Tomemos dos puntos x y ce interiores al in 
tervalo de convergencia de la serie de potencias: 
nec 
Peo oa 
n=l 
entonces: 
f(x) - flc) = Zaos z Zape” 


f 
y debido a la convergencia absoluta de la serie resultas: 


f(x) - f(c) = Zay(-c”) 


de donde 


o sea 


£(x) - He) = S apí Ple e Pore atxe el) 
X-C 


y lusgo 


Ed 09 
lim flx) -f(c) = lím PE a (AA rte ¿store 
X—C xXx- y nR 


x=ens=l 


n=2, a 
O) 


uses»... 


de donde 


Series infinitas II AS 


n= 00 i 
ft(c)= 7. n E O a O 
n=l X—cC . 


o sea 
1 


co AS 
fI(e) =2 nanc 
n=l 


y poniendo simplemente c=x queda 
f'(x) = 3n ap] 


serie que de acuerdo con el teorema 156 es absolutamente 
convergente en el intervalo (-R, R). 


97.- Series de Taylor. y Maclaurin.- En el capítulo X es 
s tablecimos que si 
f(x) era una función uniforme de x,' tal que ella y sus 


n-1 primeros derivadas eran continuas en a<x<ath, exis- 
tiendo además £(m)(x) en a<x<ath , se tenía: 


E e nl, 
(ash) = PCa) + Leia) + Ea) e PHa) 


y particularmente si 2x0 
a n-1 
h >» h h: = 
£(n) = £(0) + O + Ey OT g(m-1)(0) + Bn 
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Si ahora ocmriera que f(x) es indefinidamen= . 
te derivable en el intervalo (ay, ath) , se pueis elegir 
n a voluntad y por consiguiente llevar R, tan lejos 


como se quiera; si en estas condiciones el resto Ry 


tiende a cero cuando n tiende a infinito, las fórmulas . 
precedentes se reducen a: 


, A 
f(arh) = f(a) + a f'(a) + 1 A O 


h? i 
eseese IT ta) + 


e... eo 


f(n) = £(0) + È 21(0) + 1210) PA NS 


> 


n (n 
iS AL. z Mo) + 


w.... 


y ellas expresan que las series de los segundos miembros 
son convergentes y tienden a fía+h) y £(h) respecetiva 
mente, en efectos si designamos con Sp la suma de los 


n primeros términos de la fórmula de Taylor es neceserio 
y suficiente para que la serie correspondiente couverja 
hacia f(ath) que: 


Sn —> f(a+h) cuando n —> © 
o sea que dado un£>0 exista un número N(£)'tal que: 


[Sp ~ flam) <E i para n>N 
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ahora puesto que: flath) = Sp *R, «la condición nece= 


saria y suficiente pera la convergencia, de la série se re 
duce a: 


¡<e para n>NÑ 


o en palabras, que En debe tender a cero cuando n tien 


de a infinitos 


Existe un gran número de casos en donde se pue- 
de afirmar que el término complementario R tiende a ce 
ro cuando n aumenta indefinidemente, ellos son aaeilos 
dende el. valor absoluto de la derivada de orden cusiquiie- 
ra permanece inferior a un cierto número fijo K, cuendo 
x varía en el intervalo (a, ath), pues en este caso se 
puede poner: 


ntl 
Ini 


[Ra] < K (n+l)! 


y el segundo miembro representa el término general de' una 
serie convergente, Entre estas funciones podemos cita 

la función F(x) = ež que por tener todas sus derivadas 
iguales a e” admiten un mismo máximo en el di con 
„Sidera edo. También podemos citar aquí las Pu 1G 
“senx y cos x cuyo valor absoluto como así t 
de sus derivadas no sobrepasa la unidad. 


De aquí entonces que podamos escribir: 


ÉL PS 


ARA NO $. o...o. 
3 x 7 nl y yd 
>X E, X E A E 
a A 
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2 
e O) y 


o 
o 
n 
ES] 
Pp 
i 
SH 
El 
l} 
L 
+ 


Hablamos establecido, tomando el resto de La- 
grange que: 


e 
3 


L(1+x) = $ ES 


wjn 
+ 


ERE Et as Easok) 


i 
Ld 
La serie contenida en esta fórmula no es conver 
gente cuando el valor absoluto de x 2s superior a w, 
pues la razón del término de rango (ntl) al precedente 
tiende hesia el limite xe Así x debe considerarse so. 
lo en el intervalo (1, +1). 


Para conocer si el resto Ra tiende hacia cero 


cuendo n tiende hacia infinito, distinguiremos dos casos, 
según que: x ses positivo o negativo. Para esto poridrem 
mos el término complementario en la forma: 


Ra = EN Enj 
n Ll + Ox 

Si x es un valor positivo menor o igual a l, 
=$ es una fracción propiamente dicha cuya potencia puede 
llegar a ser menor gue cualquiera cantidad dada, El resto 
de la serie tisne pues cero por límite y la series es en 
tal caso convergente, 


Si x es un valor negativo comprendido entre 
O y -l , pongamos x = -—z, el término complementario toma= 
rá la forma; 
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Bajo esta forma, no se puede afirmar que le resto de ta 


Pa 
Š l = 02 
fracción propiamente “dicha. Para evitar esta dificultad 
tomaremos para el resto la forma de Cauchy » 


serie tienda a cero, puesto que no sabe si 


es una 


n-1 pm) (ex) 


O 
no” 


Reemplazando en este término complementario x por +z 
se obtiene: : , ' 


` 


n 
EDT aora (1 -= 0z)” 


sin tomar en cuenta el signo; o bien: 


nel 
n-Ll is [a 5 
R 8 Z = 10 rA » 2 
E era res ma 


A Z- pa 22 
“Como z es menor que la unidad, yogs una fracción pro 


piamente dicha y su potencia (n-1) ésima tiene por 1fmi-- 
A KA ea 
te cero cuando n crece indefinidamente ¡y “¿7 es además 
una cantidad finita inferior a E , €l término complemen * 
tario tiene pués cero por límite y la serie es convergen= 
te en el intervalo ya mencionado -1<x S+ 1, Pera 
x = el el primer y segundo miembro de la igualdad que es- 
-tamos considerando se hacen -œ » 


Series infinitas — 388 = 


El ceserrollo que acabamos de establecer nos per 
mitirá deducir fómiules relativas al cálculo de logaritmos. 


para todos los valores de x comprendidos en =l exclusi- 


ve y +l inclusive, se puede cambiar x por Y s designan 


dopre N y por z<N dos números positivos cualqueira 
y así se tisna 


L(1+x) = LĪ + J = 12 = L(N+z) - IN 


de donde: 


L(N+z) E a E E (b) 


Cambiando x por-x en la igualdad (aj) con la condi- 
"ción de que x permanezca comprendido entre cero y uno, 
se tiene la nueva isualded: 


Lí1-x) E A e E e.” oo (e) 


l 2 3 4: 


Restando esta Última igualdad (c) de la igualdad (a), 
se tiene: 
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5 
L(x) = Lx) = 1 = až. e ic TA (a) 


Como ix es más grande que l, se puede poner, designan- 


do con z y N dos nfmeros positivos cualquiera. 
de donde: 


El primer miembro de la relación (d) toma entonces la 
forma; 


LEZ = L(N+z) = IN 
de donde: 
3 5 7 
Lea) = + fE En | 


o bien reemplazando en valor de x ya encontrado: 


[E za z2 5 1 
L(N+z) = IN E + -= e + ¿a (e 
[2N+8 Anda 5(2%+2)? f ) 


Las fórmulas (b) y (e) nos permiten calcular el loga” 
ritmo neperiano del número N+Z , cuando se conoce el del 


An A a a a 
número N . Haciendo en particular z=1 en estas dos 
fórmulas, se tiene: 


a 1 BEEN 
LN) = IN +2 A e lE 
N 2N2 3N3 nb ) 


L(N+1) = IN + EA l 


EE E E 
NL 3(2N+1)3 — 5(2N+1) 


En realidad es por medio de la serie (g) que se calculan 
los logaritmos meperisnos, Haciendo primero, en la serie, 
N = 1, se tiene, ya que L1=0 , 


Así ejecutando los cálculos de los diez primeros términos 
del segundo miembro, se obtienes 


L 2 = 0,6931471806 2.... 


con sus diez decimales exactos. 


Poniendo N=2 en la misma serie, resulta; 


1L3=12+2+-2+2,+ 2 


5 325) 505% 7.51 


y haciendo los cálculos: 
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cm a 


L 3 = 1,0986122887..... 


Para tener L 4 basta tener presente que 
L4=L2=2 L2, así: 
L h = 2 L 2 m 1,8620 lo. c...e 


Logrritmo de 5 se tiene inmediatamente poniendo N = 4. 
obteniéndose: 


L 5 = 1,609437912L, ....oo 


Si los logaritmos por calcular son vulgeres se 
observa sin dificultad que: 


Ix 
a 10198 X 


ya que ambos miembros, de acuerdo con la definición misma 
de logaritmos, representan la cantidad x, Tomando loga- 
itmos naturales en ambos miembros resultas 


Le” 2 y 0o" 
o bien: 
Lx  =log x*L 10 
de donde: 
= Lx 
log x o 


y designando eon M = -l y queda: 
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logx=MLx 


Esta relación nos indica que los logaritmos vulgares 
pueden cbtenerse multiplicando los logari LEMOS neperianos 
por un núnero constante M que se lama nódulo del sisə 
tema de los logaritinos de base 10.- 


Las fórmulas del párrafo precedente nos permi 
ten calcular M, Ha efecto: 


L=10=15:2=L5+12 


E 
N 
l 


0s09314 71800 sesasurueos 


L5 = OI ls ; 


> 


resulta: 


i 


L 10 = 2,3025850929 0 0.0anoonposo 


y luego: 


M = pihy = OWUIN2MA BIO na 


Multiplicando ambos miembros de las igualdades (f) y (e) 
por M se obtiene: 


x 


M ta) = MLN+ a -i e o de teese] 


rı l ï 
M L(N+1) = A 
A lia * 3x3" sms * | 


Series infinitas eS - 393 = 


o bien: 


A IS E S 
[N 22 33 ¿NA | 


log (1+1) = log N+M ] E a ee 
L2N+1. 3(2N+1)4 5283) 


Finalmente como una Última spiicación nel desa- 
rrollo de funciones en series por medio de las series de 
Taylor y Maclaurin presentaremos: 


990 a sarrollo de la fórmula del binomio pera un exponen- 
te cz 23 1quiera, o y > 
Propongamos determinar el deserrollo 


de (atb)? , en el caso en que m es un número cualquie 
ras. 


La expresión (arp)" es entonces susceptible de 
varios valores,3ecebio cuendo m es un número entero nosi 
tivo o negativos. Sin embargo si (aro) es po )SÍINÍVO, UNO de 
esos valores es real y positivo, éste será el único que na 
sotros considereremos aquí: 

Sea entonces: 


(atb) a a” E + 2] = ¿gr 


siendo b= X . La cuestión se reduce así a desarrollar 


t(x) = (1+1)” 


Se encuentra sin dificultad que: 


anname saena merae, me e e a e 
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A O E E E 
E E E a) 


De acuerdo con esto, resulta inmediatamente, de la apli- 
ceción de la fórmula de Maclaurin que: 


EE ¿nel 
: 19293, EE y 


ce... <s.. 


A qx + al x+ 
- + Ra 


siendo: 


Ry = m(m-1)(m=2) esses. (m-n+1) 1+ ox) an 


1.2.3 e. ro. 1 


Se puede observar fócilmente que cuendo x es 
mayor que IĮ en valor absoluto, la serie obtenida hacien 
do abstracción del resto,'es divergente, en efecto; la 
razón de dos términos consecutivos 


u = aL. MOLA AI 
a a 


o 


= mul) hates: (uen+2) (en +1) 


le 2+3 293 eese. (o-n 
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tiene por expresión: 


Un+1 = matl x = [mel pon 1x 
Un n n 


Esta razón tiene por límite -x cuando n crece indefi. 
nidemente y por consiguiente cuando el valor absoluto de 
x es mayor que l, la serie es divergente. De aquí en~ 
tonces que solo habrá convergencia cuando |x|<1 y sólo 
en este caso es necesario asegurarse de que el resto de 
ka serie debe tener cero por límite... 


Supongamos primero que x esté comprendido en 
tre O y.1 pes decir x positivo. 


5e puede poner el resto en la forma: 


R N m(m=1) (m2) essees (mentl) n L 
nos lo2s3 esse Nn a (10x) P=N 


El primer factor tiende a cero cuando n tiende 


a infinito, en efecto cuendo n aumenta en una unidad, a 
parece el factor 


que tiene por límite -x cuando. n tiende a infinito, 
es decir llega a ser menor que 1 en valor absolutos, Be 
sigue de. aquí que la cantidad de la cual nosotros habla" 
mos es un producto en el cual los factores mayores que 
l en valor absoluto, son en número limitados, en tento 
que el número de aquellos inferiores a 1 en valor abso 
luto, aumenta indefinidamente, por consiguiente el pro 
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So ca. 


ducto tiene por límite cero. En cuento al factor A O 
(Le 

el puede tóner la uidad por límite, si el límite de % 
es nulo, pero en ningún caso el superará la unidad, Re- 
sulta de esto que fy tiende hacia cero six es positi- 
vo e inferior a la unidad, 

Supongamos ahora x comprendido entre O y -l , 
es decir negativo. 


El razonamiento precedente no es aplicable por- 
que el segundo factor indicado en la expresión del resto 
llega a ser major que 1 para n bestente grande y cre 
ce indefinidamente àl mismo tiempo que ny al menosgsue 
9 no tienda simultáneamente hacia curo; y entonces ella 
tiende hacia el limite 1 permaneciendo superior a le ~ 

Es necesario en este caso recurfir a la forma 
del resto de Cauchy 


EE 
Rn = nm Ga) a Pe... [men Y), 2 «(1%0x)" AT 13] 
n 1:2:3 AR na ~l) Ñ 


Se demuestís como en el csso 
primer factor tiene limite cero cuanto 
demente. En cuanto el segundo factor 
reemplazando x por =z, puesto aues 


aer 1 =e] 
(1 - 02)” Loa 


la fracción Ha es ua fracción propia y su potencia 
Lada 


(n-1) ésima tiende hacia cero o hacia la unidad cuando 
n tiende a infinito, en tanto que la potencia (m-l) ési- 
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cr A mamama ma ma a: a > 


ma de la fracción (1 ~ 02) permanece siempre finita. Re 
sulta de ló dicho que Ss resto Ry tiend> hacia cero. 


Resu:xiendo DOS decir que para todos los va 
lores de x  comorendido entre" «1 y +l , se tiene: 


mi (m-l a...» men+L 
1-23...n Keene 


sono. 


Ma) + + MONL) 
(1+x) S a a 


El anélisis precedente muestra que la fómiula 


recién establecida tiene lugar para los valores de x com 
po cd -l y +1 pero no dice nada cuando 
x= +l, Nosotros agregaremos aquí solamente que si  mtl 


es negetivo le serie es divergente, de modo que para un 
estudio ulterior debe suponerse m+l positivo. 


Observación: 

El uso de los teoremas de Taylor y Maclaurin 
para desarrollar funciones en series de potencias de la 
variable esta practicamente limitado por la dificultad 
en calcular las derivadas sucesivas en muchas funciones 
y por ía tarbajosa manera en que en muchos casos, como 
los ya vistos, es “osible demostrar que wl resto tiende 
a cero; en otros sasos esta discusión ofrece aún mayores 
dificultades, Por este motivo es conveniente cersiorarse 
antes de examinar R, si la serie es convergente; si pa 
ra los valores dados de ayh , esta serie es divergen 
te no es necesario continuar el estudio: se puede afir- 
mar que Rp no tiende a cero cuando n tiende a infini- 
to. La afirmación recíproca de la precedente no es ver- 
dadera pues puede suceder que la serie obtenida sea con 
vergente y no representa a la función que le ha dado na- 
cimiento. 5 


Consideremos la función f(x)= e . para 


a gn 
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x#ž0 y f(x) = 0 para x= O y propongamos desarrollarla 
según la fórmula de Maclaurin, Se tiene: 
_1 
e 


£1(0) s w f(x = FOR L lím e 270 


: x—0 x 


£u(o) = ln f'(x O ) =1ím Ph Xx 0 


x->0 x-0 x=0 


(n) 


en general se encuentra f* (0) = O , luego el desarrollo 
se expresa por: 
E 


— we 


e x? = 6) + DO RARO 460. 1.9:47300006 


* 


e 


serie que es convergente para todo x, pero idénticamen= 


— 


te nula,es obvio que la función e 


aye 


no es desarrollable 


en el origen: 


Tomemos ahora la función P(x) = e x2, eX , ella 


y todas sus derivadas son continuas y como: 
pak) Us e 


siendo Wo) =0 resulta ¿Dd co) = ] , luego el de- 
sarrollo de P(x) es: 


z 
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Vx) = 1 + T + e Md + 


lo cual es también convergente para todo valor de X, pe- 
ro ella converge hacia la suma Px) . 


En general podemos decir que si dos funciones 
f(x) y Xx) son iguales como así también sus derivadas 
en x= 0 sin ser idénticas, es clero que wa de ellas 
no es desarrol able en serie por la fórmula de heclaurin, 
puesto que si lo fuera, los coeficientes de ambos desarro ` 
llos serían iguales, 


100.- Ejercicios resuletos.- 


a) Determinar para qué valores reales y vositivos de 


la variable es convergente la serie ATA 


Ta anrlianaián de 
ACL SA a NN, 


SOs Aplicando el cri 


ct H 
S 
He 
o 
al 
ao] 
ps 
w 
¡ey 
Ú 


üp ix+n+1 1 n 1 
ES 1|- AT 1|= n+1 x r% 1 E 
n 
de donde: ú 


por lo tanto para x>1 la serie es convergente, para 
x<1 ella es divergentes Finalmente si x= 1 la se- 


e 
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rie se identifica con la serie harmónica privada de su 
primer término .- 


b) Estudiar la serie 


1 + x2 


Si x <l , entonces x? tiende a cero y por 
consiguiente el término general tiende a infinito, de a- 
11í que «en tal caso la serie sea divergente, Igual cosa 
ocurre sí x= l., Notemos además que x no puede tomar 
“el valor -lẹ Aplicando el criterio de D'Alambert a la 
serie de los valores absolutos, se tiene ; 


ll a | 
Ca ld a x HL 
e E Tm [lx 


y como ahora suponemos |xl> } resulta 


. número menor que la unidad , de aquí entonces que la se- 
rie propuesta sea absolutamente convergente para todo 
[x/>1 


co 

$ 
c) Estudiar la serie 1 sen» Xx 
e ne 


n 


Puesto que [sen nxį < 1, la convergencia 


: En 
de la serie 24 nos asegura de acuerdo con el teorema 
n 
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151 la convergencia uniforme, de la serie propuesta, en 
cualquier intervalo (a,b). De acuerdo con el teorema 150 
este serie define una funtión continua S(x), 


co 
d) Estudiar la serie 2_ 

n=l O t 

2 23 . n 


Pongamos para brevedad sy =1+ > a, 
entonces 
EJE Sn [zj ix] 
Un + Ela i ` + 1 
Sn * I n+l)sy 
. > 2 
lo que nos indica que 
lfm | Un+] E ES 
n 


luego si 
¡xi< 1 la serie es convergente 


IxI> 1 la serie es divergente 

0 
x=-1 la serie es de términos alter 
' nos y comosus términos van decreciendo en valor absoluto y 
además Upy>0 la serie es convergente. Finalmente consi 


el caso en que x= l, Se tiens la serie: 


AER = a 1 — qt... 
Lo l + FTR bar e a A 
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E O e e e e e aaee 


y aplicando el eriterio de Rabbe; 


E e A O O E A | 

Un o QS! n_ ntl 1 
a e E | 
; 2 3 n = 


y como sp tiende a infinito junto con n, resulta: 


lím Un a 
n ->o al-al- 0 


- 


lo que indica que la serie es divergente. 


e) Determinar el desarrollo en serie de la función 
f(x) = snhx» 


Se tienes 
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de donde: 
x3 


X 
+ e... y 


luego 
-x o al 
E ON 
a A a, + 
f) Desarrollar en serie la función f(x) = Haa) 
Se tiene: 
E E E 
A NN = 
3 T 5 para =lEx<l 


1(1+x) =*= Xx 
Ln l =x +x? = + xr RS A para ~i <x< 1l 


1l+x 
y multiplicando estas dos series se encuentra: 


r 
ñ 


I(U+x) = ToN [1+ qe efa + > + aa - esoo eeccro 
E 


lex 
ai 

L0.1L»...o. + (-1) (1+2 tosoo.or A 

2 ns 


para x <l., 
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g) Desarrollar en serie la función f(x) = 


se tiene: 


A 
(193 (1293 (120)  (1-3% 


Pero 


4 


— = ] +x+x POE E AE, o SAA 


para |x|<1. 


y derivando dos veces se obtiene: 


1 
(1=x)? 


=] + 2x + 3x2 + ho + aso + pablo, «9.1090 


para |xi<l. 


EROS 2 + 23x + 34X taset (nn A ss, 
-X 


para ¡xi<1 
luego: 


1+x 


13” 1 + 4x + 9x? + esessse + (n+1)2 x A noo... 


para pxi< 1 . 


AA E DS 


jeries infinitas ____ 


101.- Ejercicios propuestos,- 


1,- Estudiar les series siguientes: 


a) (l=cos a x”) 7 b) sa - cos 5) 
ï n 
ESEN A X y z 
TN ce... (140) lx” 
x "senta . sen*2a,. e SENNA TE: 


ea (1+x cos“a)(lix cos?2a)......(l+x cosna ) 


n 
f) si 215] 
8) l $x cos nx h) 5 e aA 
1) cos _2n X I 1 Xx=-1 2n=] 
(2n-1) (2n+1) 3/22n21 x+1 


2.- Demostrar cue la serie: 3 


2 
converge uniformemente para OÉx<D . 


l A E 


lex? 2+x? 3+x 
converge uniformamente para XZO « 


3.- Demostrar que la serie: 
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! he~ Demostrar que la serie 


O) __ , _x(x+2)(x+4) T 


es convergente y tiene por suna xX, 


5.- Determinar el intervalo de convergencia de las 
series que se indican a continuación, estudiar las series er, 
en los puntos extremos de estos intervalos» 


a) $ - _n+l yA b) y md: e... . (m-n+1 
Ne 


E +1 


Nel 
e) (na a) I5 gnl 
al 
e) (ay? f) Z n? nd 
E + > 2n-1 
g) 2 1 xa h) Ta xn 
i) E(u x2n-l 


z 32n-1 


a AR. 


q yael 1:3+5 eses, 2n-1. .2n=2 
j) 36) NO Eno E 


2 


q. | i l° 395 e... | 
k) Ey CT 1) 5195 re.: 2n xên 


6.- Intervalo de convergencia de la serie sx, 
7. Desarrollar en serie las funciones sen h x y co 
coshXae 


8.- Desarrollar en serie las funciones L(l+x) y 
L(1-x) : 


9.- Desarrollar en serie las funciones L mz y 
LHZ E 
1+x 


10.- Desarrollar én serie las funciones arc tg x y 
arc sen X e. 


1 


11.- Desarrollar en serie las funciones AL Y 
i l+x 


1 


AE 


12,- Desarrollar en serie la función y = 2XC son X 
tor 1-x 
estando el numerador comprendido entre” 5 y 3 
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tiene como 


i8 


| 


EP 


13.- Demostrar que la serie > 


5 
ti 
m 


R x 
serie e =l 


y2nel 


l4,- Demostrar que las series *(-1) Gap Y 


y = tienen como sumas sen X y cos X res_ 


15.- Demostrar que: 
(Letters) e LZA ce ctm as. 
EL 
(1x)? 


l6.- Desarrollar. en serie la función y= eřsen x. 


17,- Desarrollar en serie la función y= -žm 
5 


para x 0 
18.- Demostrar que: aX = tos X + i SenXe 
19.- Demostrar que sen x = e y 


ix zari 


COSES e 


Series infinitas ____ ; - 109 æ, 
20.- Demostrar que sen h(xtiy) = senhx cosy 
+ icoshX seny. 


21,- Demostrar que: 


b) E 1 + 


e 1 pe N De al E 
A PA t .3 = zat a tesa) 


- 000 ~ 
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